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常 曲 率 空 间 与 ,认对 偶荷

葛 墨 林 段 一 士

>兰 州 大 学 ?

摘

讨论 了四维常曲率空间拓扑性质与

维同位旋空间拓扑荷的自然推广
(

≅ Α Β

对偶荷间的联系
,

所得的结论是三

本工作是作者以前工作卜∃� 的自然推广
(

在 8∋Χ 中
,

利用通常时空向 Δ ∀ ∃

同位旋空间

内单位模矢量函数 砂>幻 >
。一 � , # , ∃ ? 的映射

,

讨论了 Δ ∀ ∃

规范势的拓扑性质
(

显然
,

此

一拓扑性质仅由 ∗Ε ΦΦ
≅
场所决定

(

由于 Γ: Η 尹 Ι 价
,

在 价 Η ∀ 处将产生奇异
,

而且 价的原

点是三维同位旋空间中唯一的奇点
,

所以在讨论约化为 7 >�? 的情况时
,

此空间事实上是

球对称的
(

它所对应的几何即是一个三维同位旋空间中的二维>单位半径 ?球面
(

通过通

常时空向同位旋空间的映射
,

价
‘

Η ∀ 将对应通常时空中的经典流形式
(

这种流所体现的

乃是 砂>幻 的
“

自然
”
性质

,

或者说其本质是一种几何性质
(

不过由于此种几何所规定的

内在联系
,

上述几何属性与规范势必存在一定的联系>至少同规范势中的一部分相联系?
(

ϑ ∋Χ 中指出
,

最简单的要求是使 甲沪
‘

Η &
,

这种无挠条件的限制意味着标架 >与 ∗Ε ΦΦ≅ 场

有关 ?必然与联络 >规范势? 发生关系
,

在 Δ ∀ ∃

情况
,

这个关系是相当简单的
(

并且由于同

位旋空间这时是三维
,

而通常时空为四维
,

因之这种映射是允许的
,

一般地说
,

设 : 为同位

旋指标
,

则 。 > 斗时映射是允许的
(

那么如何将上述观念推广到一般 ,7 Β

群的情况 Κ 按一般的步骤自然应当首先作 出

Δ ∀ �

同位旋空间的几何
,

然后分解成为两个 ,7 Λ ,

并进一步应用以上的步骤讨论其对偶荷

等问题
(

因此首先在于如何构造四维同位旋空间的几何
,

它应当是三维同位旋空间中单

位球的推广
,

最 自然的推广便是四维常曲率空间
(

在工作【� �中
,

从共形平坦空间的角度已

经提出了这个问题
,

那里指出
,

共形平坦空间无源的充要条件为 2 一 常数
(

>2 为其标曲

率?不过
,

事实上
,

我们不必仅仅限于共形平坦空间的情况
(

因为从 【# 〕已经看到
,

三维情

况时
,

当 价
“

Η
Μ “

>
: Η �

,

#
,

∃ ?即狭义球对称时
,

规范势是无源解
,

而当 价
‘

>Ν∋
,

护
,

尸
,

Ν∀ ?

是一种复杂的映射时
,

那么相应的规范势就不一定能满足无源解
(

这样
,

最普遍的性质似

乎应当是相应 ∗Ε ΦΦ≅ 场的拓扑性质
,

而满足无源条件的规范势仅是其中的一类
(

我们考虑一个四维欧氏常曲率同位旋空间
,

这个空间是由护 >幻 >。 Η �
,

# , ∃ , � ?形

成的
,

对该空间附加以无挠条件
,

即〔∃Χ 中的挠率张量为 。的条件
(

由此出发
,

我们将会看

到通常的半子解便自然地包含在这个几何框架之中
,

当然 ϑ � �中的讨论也很容易包含在这

本文 �  Ο  年 # 月 Π 日收到
(
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个常曲率空间之中
(

本文将从 ϑ∃Χ 的讨论出发
,

指出 Β 一个四维 >欧氏?常曲率空间将给予通常半子解以合

理的几何说明
,

并同时将 ϑ �
,

#� 中
“

映射
” 的观念自然推广到一般的 ‘7 Β

群规范势的情

况
(

文中所用的方法不超出 .: ;Θ : Γ

活动标架原始理论的范畴
『Δ〕>只不过是在同位旋空间

中?
(

按【∃Χ 我们将考虑以 − , ,

Ρ
。

为基底的代数
,

其中 − , ,

Ρ
口

满足以下对易关系

ϑ −
, , −Β

Χ Η .豁−刀 Μ

ϑΡ
: ,

−。 Χ Η Σ 全
。Ρ 。Μ >∋?

ϑΡ
。 ,

Ρ
占

Χ Η 3益−
,

(

代替 「∃ 」中的提法
,

将称 − , ,

Ρ
。

组成的大群为 ‘
,

称其子群 几 为群 ∗
,

而 Ρ: 则称

为 3 中的
“

破缺部分
”

(

如果取 − ,
Η 人, >。

,

夕一 �
,

#
,

∃
,

�? 为洛仑兹群生成元
,
丫

Β

Η 几

为通常 ΣΕ ;: .
矩阵形式的矩阵 >不过均在同位旋空间中?

(

以 。二>幻 表示标架
,

口忿气幻 表

示与群∗ 相应的联络 >规范势?
,

则无挠条件为
〔习

。
, 。 ,

, 一 。
,
。梦

, 一粤。 ,
,

, 。

>。沪
,&‘, , 一 。甲

,。‘, , ? 一 。
(

艺
># ?

其中
。 ,

夕
,

⋯ 取值 ∋ , # , ∃ , � 表示同位旋指标
(

在 【∃Χ 中仅用到无挠条件
,

对于曲

率张量没有附加任何限制
,

现在我们对这个空间附加以常曲率的限制
,

由 【ΔΧ 稍加变形易

知常曲率条件为

” >。。 、 。 。>。。 、 。 。 ‘。 , 、

� Η 。, 。 ‘。 。 、。‘, , 、

4 ‘

二Β , 一 口
“! ‘梦, 一 口

,

∀
‘

乍? 一 立 . Β石
, Β ∀ ‘丫?∀ >梦? Η 汤>功 >Β ?。>Β ? 一 。 >巴?。 >Β ?、

Τ

>∃、
#

注意 ># ?与 >∃ ?两式左端的因子 �Ι # 是由于洛仑兹群独立参数为 Π
,

应保 证与 通常

黎曼几何相应
(

>∃ ?式中左为常数
,

特别
,

当 交Η 一 � 时给出常曲率为 2 Η Υ �
(

># ?和

>∃ ?是此种空间几何的限制条件
,

因为并非任意给定的 。>Β? 与 ∀> 侧 就一定能同时满足 ># ?

与 >∃ ? 两式
,

但它们并不能限定 。>Β? 与 ∀> 罗 的具体形式
,

换言之
,

限制 ># ? 与 >∃ ? 是个很

宽的限制
(

当同位旋空间与 0 Μ

重合时
,

在通常四维黎曼几何中
, 。二Η 又痴 ?>Β ? 即为四脚正交标

架>
“

半度规
, ,

?
,

口吵
, 一 刀Μ >: , 〕,

且 刀>
: , Β ? Η 凡儿?>Ν ?Β

, >, , ?为李西旋度系数
(

利用 Φ Μ ,

>二? Η

兄, <
:

体
, >。 ?以及 2 Μ · , 。

Η 又。>
:

济
。>, ?4黔, ,

易知 >∃ ?正是常曲率黎曼空间 >爱因斯坦空间?
(

注

意以上结论对 9
、

仍为正确这一显然事实
(

由于存在 >∃ ? 式
,

其左
、

右两端皆由 Φ∋(
,

所构成
,

于是将对 岛
,

构成一定的约束
(

〔� Χ

中的作法即为如果人为地要求

Μ ,

一
‘为占, , (

>� ?
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那么
“ Η

。“

即不能任意
,

因为形如 >� ? 的度规 邵
,

并不
“

自然
”
满足 ># ? 与 >∃ ?

,

从而 >∃?

变为决定
。 的方程

,

易知此时
“ 必须满足

口 Α Η 2 Α , ,

>≅ ?

这即是 ϑ �� 中的结果
(

当然如果人为要求 Φ , ,

是另外的形式
,

那么原则上有无数种选择

方程形式的余地
,

既然我们已知道瞬子解的一种形式的解
,

便可认为 >� ?
、

># ?
、

>∃ ? 给出

了这种瞬子解形式的一种几何说明
(

于是
,

方程 >约 的形式与度规形式 >� ?
、

常曲率要求

># ?
、

>∃ ? 有密切的关系
(

我们看到
,

从以上意义来说
,

共形平坦空间并非
“

自然
”

满足 ># ? 与 >∃ ? 的要求的标架

与联络的形式
,

而是为得到方程 >Δ ? 应人为加以要求的形式
(

容易找到对任意
Ν 流形上存在的任意函数 币

“

>约 >: Η � , # , ∃ , � ?
,

它均可
“
自然

”

满足 ># ? 与 >∃ ?的 。吮
,
与 !‘贺, 的形式

, “

自然
,, 的含义是 。吮

, 与 日,
, 通过 ># ? 与 >∃ ?可以

用某任意函数 币
“

>幻 表示
,

但 ># ? 与 >∃? 并不对 小
“

>劝 表现任何限制
(

一组
“

自然
”

解可以是

、
少

�、了、哎� 了
了‘、矛‘、

澎夕一

! ∀贺# ∃

幸∀
占

一丫#
”
·

, “

∀币
“
%

&
币

“

一 币
“

口
二
币

∋

#
(

直接验证可知
,

∀ ) #
、

∀ ∗# 对任意 币
“

∀幻 均满足 ∀ + # 与 ∀ , #
,

并且相应于

左一 一  
,

∀ ! #

显然正表明 ∀ ) #
、

∀ ∗ # 所对应的常曲率为 − .
(

引人 /% 0 中
“

1 币
,

易知 ∀ 的 与 ∀ ∗ # 相应于

。梦
, 0 %

, , ∀% # ,

∀ 2 #

3,
# 一 一 ∀

/ ∋
4

, / “

一 / “

%
, / ∋

#
,

∀ . 5 #

其中
/ % / “

0  , / “

%
& , %

0 5
(

∀。 0  
,

+ , , , 6 # ∀ . . #

特别要注意
,

在这里对 扩 ∀7# 是四维欧氏空间
,

但 扩作为
7 的函数

,

对 二
的流形没有

8

什么限制
,

这样我们就可以象 9: ; 那样
,

只须从扩 本身出发研究 <∀ 恻 的分解式
(

此外
,

当狭义球同步时
,

上面结果回到 〔) =
,

但是由于采用的形如 ∀ .# 的群 > ,

因而

出现一个因子 . 1 +
(

以下按通常方式分解为 ? � ≅
规范势

,

令

, ∀
。
# 一

合份
) ‘, 及‘才Α 士 “

6

#
,

则可有

Β ; ‘产
’

!犷
#天 0

Χ ∀
产

, = 0 一 。& , , ;铲
, , Δ ,

Ε
,

友0  
,

+ , ,

一

奋
‘一 , ‘。

·
‘
’
− ∀中左%

,
价
‘

一 币‘%
二
小戈# Φ

,

∀ . + #

!沪
“ 0 一 Γ

“, , Α币‘%
,
功

,
一 ∀币走。

, ‘

中
‘
一 中

‘
Η

,
币友# Φ

,

∀ . , #.一护
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日,

Η !岔
’戈−犷

’Υ &公
’此−犷

’(

引人

Φ Η >币
�
一 Ε币

·

: ?Ι币
,

Φ一 ,

ς >币
‘
Υ Ε币

·

: ?Ι 中
,

则

口甘’一 一 � Ι #  一‘5
Μ Φ

,

&犷? ς 一 � Ι #  口
, Φ 一 , (

由于 币
“

>幻 可以是
Ν 的任意函数

,

所以 >� Π?
、

>� Ο ? 显然就是通常 Σ 44

般形式
,

尤其
,

当狭义球对称时回到通常形式
(

由于

4 , ,

一 口
, /

,

一 Ω
,

/ ,
一 ϑ /

, ,

/
,

Χ
,

>�� ?

>�Δ ?

>�Π ?

>�Ο ?

半子解的一

‘

一命
“

一
6

·

>/
·

”, / Β

一 # Ι , “
·

“夕“ ,
,

,
,

>� ! ?

>�  ?

而且

其中

�尸

口 ,

弃
币

‘

一 占�

>币?
,

># ∀ ?

口 , Η 口护口扩

与 ϑ # �类似
,

如引人

! Μ ”, 。

。
Μ
价几:

Ξ

价夕:
,
币

6

Ω
。
价
占 一

。」 。Τ 。

。 ;竺、
‘

># � ?

其中
、,#一∋Ψ一、,了

们,一Ζ

碑

刀一Ζ
‘

岁一Ζ�(一Ζ(

Ω一
Ι了‘
、:、、�

一一

。厂小、
口 、一 #

ϑ Κ 1

为 小
“

与 7 
,

⋯
,

75 变换的雅可比行列式易知其对偶荷为

。‘− , 一 %
& Χ ,

, 一粤
。
∀竺、

& 6

∀价#
(

艺 ϑ Κ 1
∀ + + #

如果 币存在零点
,

则有

占6
∀价# ∃

.
。

∀竺、Φ
艺

“‘∀
7 一 % ‘#

·

+
, ·

∀ + , #

其中 Δ 表 价∀ 7# 0 4 的第 Δ 个根指标
, % 、
为第 Δ 个时空固定点

(

于是

Λ ∀− # 0 二
+

里二且二
。6
。
二 8

.
”

卿.州
、 ∀ + 6 #

Λ ∀一# 一

Μ ≅
8

丛里工二
。6
。
二

+

卜洲 0
∀ + Ν #

,(

、.了、、1
�

(,
(
‘‘

%%
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自然
,

由于现在是 � 个变量与 � 个变量之间的变换
,

所以不能象三维一四维变换那样

具有轨道的意义
(

上述结果显然是过去三维作法的自然推广
(

当狭义球同步时满足无源解
,

但与以前

的讨论类似
,

当由 Ν∋
,

⋯
,

砂 映射到任意的 价
“

>幻 时
,

一般说不一定是无源解
(

还应当注意的是
,

由 >Π ? 看出
,

一定形式的标架可以给出拓扑性质
,

但由 >Π ?决定的

标架所形成的空间并非通常的黎曼空间几何
,

因为在决定出 扩 空间的 Φ 、>价?之后并不

存在其逆 Φ: 口>币?
,

这是与【� �中所讨论的情况非常不同的一点
(

四

上一段适合 ># ?
、

>∃ ?要求的形式 >Π ?与 >Ο ?并非是唯一的形式
,

因为符合 ># ?
、

>∃ ?

要求的形式还可能是很多的
(

例如以下形式
功留

? 一

[
戈, Υ

>
戈, 一

丫?>孚
一 ‘

?∴
”
·
价,

,

“留
‘’

一
‘价

“
。
·
币

“

一 ‘
·

”
·
‘
·

,
>气严?

,

># Π ?

>#Ο ?

同样可以满足 >#? 与 >∃ ?
,

而且使 友Η 一 �
(

上式中价可以理解为无量纲的量
,

即某一

∗Ε ΦΦ≅ 场除以某一常数
,

该常数具有长度量纲
(

此时有

<幼
? Β

∀犷
?

一 生 >] 一 。∀ Δ 价?Β
一‘。

Μ Β Β
># ! ?

Τ 一 生 >∋ 一 < & ≅
价?Φ口

, Φ Β >#  ?

它并不具有拓扑性质
,

因而并不具有确定的半子荷
(

为考虑此时 尹 自身空间的几何性

质
,

可以考虑由拉氏函数

穿
。

Η 。孟。二Η Φ
: , >币?∀

二

小
“

:
Μ
价口

决定的 币
“

空间自身的度规
,

由 ># Π ? 易知有

Φ
: , >小?

一 与 Υ

怀
一

丫?>孚
一 ‘

?
,

一 ‘一 Υ

>
“
·

厂罕?>盖
一 ‘

?
,

>∃ ∀ ?

其逆

Φ
: 夕
>币? >∃ � ?

这正是〔Ο� 中表达式在四维空间的推广
(

可计算出其相应的第二类克氏符号为

;”
·

>小, 一

责[
>‘

.、价一 ‘, >‘价
·

Υ 尸二 ,
·

, Υ

>
‘

月呈彗笋?
“二币

·

∴
,

>, # ,

其中

尸
: , >币? Η

Τ 币
“

价口
7 “口 一, 二一

(

币
‘

相应的 币
“

空间的李西张量可计算出
,

为
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2
: , >币? Η ∃ Φ

: , >价?
,

即对 中
“

自身空间仍为常曲率空间
(

这些都是 工!Χ 的推广
(

>∃ ∃ ?

由洲
知在这种形式的选择中

·

当 , 一 ∀ 时
,

由于

气黔
因子的出现

,

使得此

时势不再具有奇异
,

因而不存在对偶荷
(

如果用 〔!� 中的方法将其用泰勒级数展开
,

近似

采用 口价
“

一 。的运动方程量子化
,

那么可以考虑 争场自身和 币场同相应夸克间的互作用
(

尤其
,

当采用超传播子方法时可以得到若干收敛的结果
,

然而由于它们已不属于半子解
,

因而这种互作用的物理意义尚很不清楚
,

不过它显然是 ⊥ =Ε ;:∋ 代数类似形式的推广
(

五

综合以上所述
,

首先将
Ν 空间映射为四维同位旋空间

,

那么目前许多有关瞬子
、

半子

的性质概括地说均可用常曲率空间给予几何说明
(

同时
,

这个空间尚包括不具有确定对

偶荷的另一范畴
,

而且在作动力计算时却可获得收敛的结果
,

它可以看作是类似于 .= Ε;: ∋

代数作法的合理推广
(

因此
,

目前有关拓扑荷的讨论 >包括狭义球对称时的无源解? 实际上都属于常曲率同

位旋空间的几何性质
,

尤其是狭义球对称时更明显地看出无源解同拓扑性质的一致关系
,

故而从这个意义上说
,

此时无源解并未反映动力性质
,

如果单纯从这个角度处理有关规范

场问题
,

其所能获得的物理结论恐怕会受到一定限制
(

作者感谢吴熟时
、

高心海同志的讨论与帮助
(
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