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束流包络函数方程及其近似解

魏 开 煌

8中国科学院高能物理研究所9

摘 要

本文给出了普遍的规一化束流包络 函数方程
,

这种方程可 以用来描述加速

系统和传输系统中相对论束流及非相对论束流的包络和发射度形状的变化
222

文中阐迷了在考虑加速过程和束流空间电荷效应的情况下
,

这些包络 函数

方程的近似求解方法
,

导出了近似解的表达式
2

: 泛 ; 弓基
2

—
、 < 汤 日

� �  年
,

卡普金斯基 8=
2

> ?伴≅ΑΒ ΧΔΑΕ9 和弗拉季米尔斯基 81
2

1
2

1 Φ?5 ΑΓ ΑΗ ΧΔΑΕ9 首

次提出了非相对论的束流包络方程Ι�ϑ
,

在六十和七十年代中
,

束流包络方程得到了进一步

的应用和发展
2

例如
,

人们用包络方程来研究直线加速器低能端的空间 电荷影响和初始

运行参数的选择ΚΛ2 Μ , ,

计算重离子束流传输系统 ΙΝΦ Ο把均方根概念引人包络方程 ΙΧ, ‘〕,

进一步

发展了相对论的非规一化包络方程 Κ<ϑ ⋯⋯等等
2

迄今人们所用的包络方程
,

都是直接以

束流包络为方程的未知函数
2

所用的求解方法
,

除了对圆形截面的束流导出了个别简单

聚焦场的表示式之外
,

绝大多数都是引用
“

光滑近似
”〔�� 去进行数值计算

2

我们认为
,

采用规一化年挣甲熬夕
“

8
“ 一 ‘ , , ,

劝 的方程式
,

比直接采用包络方程具

有更为普适的意义
2

因为包络函数 声
。

的方程对于加速系统和非加速系统
、

相对论束流和

非相对论束流
,

均具有正则的形式
2

本文中
,

我们将给出规一化包络函数方程的普遍形

式
’

,

并阐述在考虑加速过程和束流空间电荷效应的情况下
,

运用
“

逐步近似
”

和
“

阶梯近似
”

相结合的方法求解这些方程
,

导出函数 夕
,

及束流包络
Π 。

的近似表达式
2

二
、

规一化包络函数方程

取系统的中心轨道为纵向坐标轴 Θ ,

沿束流前进的方向为正向
2

两个横向坐标轴 Ρ

和 6 分别在水平和铅垂面内垂直于中心轨道
2

对于束团
,

以
Λ 一 Θ 一 Θ

,

表示任一拉子

相对于束团中心 8Λ 力的纵向偏离
2

定义
Σ , 6 , Π

为粒子的规一化坐标
,

它们与粒子的实

际坐标8或称非规一化坐标 9 Σ
,
6

, Λ
之间的关系为

二 一 丫认不Σ , , 一 了丁万#
, Π 一 了诀蔺

Τ 2

8Τ2� 9

式中

了Φ 一 男

几 Υ 兰

本文 �  7ς 年  月 7 日收到
,
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巧 是标准粒子的速度
, ‘
是光速

2

我们在文 Ι 7ϑ 中作了证明
,

无论是周期或非周期
、

加速或

非加速系统
,

也无论是相对论或非相对论情况
,

只要粒子在 Ω 方向所受的力 Ξ。8/ Υ Ρ
,

# ,

Λ9 不显含 /’
,

并且分别是 / 的线性显函数
,

那么
,

束流在规一化相平面 8
“ ,

Ω’9上所

占的相面积总是运动常数
2

相面积的形状为对称椭圆
,

它的边界方程为
Η 2 3 Θ 一 Τ 。“Ω Ω ,

Ψ 夕
“

矿
,

Υ Ζ

一 常数
, “ 一 Σ , 6 , Π

8Τ
2

Τ 9

这里
。 ,

为束流的规一化发射度
2 ‘

,,,, 表示对纵坐标 Λ
,

微分
2

夕
“ , 。 。 , 了。

是 Λ
,

的函数
,

它

们之间有下列关系
。

。

一答
Ο , ,

一 8Ο 十 。
幼[声

。

Ο 凡 , “

一 。
二一 �

2

乙
8Τ

2

Μ9

相椭圆8Τ
2

Τ 9在
Ω
轴上的投影就是束流在

。
方向的规一化包络

,

它的表示式为

, ,

一 。二 2 二

一 丫而丁
, 二 一 二 , , , Π 2

8Τ
2

Ν 9

由8Τ
2

Ν 9式和定义8Τ
2

�9 可以得到束流的实际包络为

‘ 一万赢
二

斌奋衷
, “,

一

丫而丁
了而丁

, ? 二

一

了于蔽
了≅?

,

8Τ
·

�9

我们称 凡8
“ Υ 二 , 6 ,

习 为束流的规一化包络函数
2

在文 〔7∴ 中我们导出了它的普遍方

程式为

8了瓦9
, ,

Ψ ]
“

8Λ
,

9了瓦一

8斌瓦9
,
一 ς , Ω 一 才 。

6 , Λ 8Τ
2

49

系数 ] 28 Λ 力 的表示式为

]
二

Υ

]
,

Υ

�

。。⊥ Θ了
,

声士
8Τ

2

<9

。3⊥ , 了
,

声了

器
一

合左黔
2

Ψ

专是黯
,

箭
一

合工黔
Ψ

专粉荞
,

。
2

一

一
‘匕_ 匹仁二五Τ一 生立全迸 Ψ 生全鱼兰

2

“ 3⊥ , 了了声了 。Τ Τ , 认 Ν 8下于夕
,

9
, ‘

8Τ
2

7 9

8Τ
2

 9

其中 。。
为粒子的静止质量

2

粒子所受的力 ΕΣ
,

介
,

Ξ
Π ,

包括加速元件和聚焦元件的 电
、

磁

场对粒子的作用力和束流自身的空间电荷力
2

在线性近似下
,

认为标准粒子处在束团的

中心
2

这时
,

了。 就是标准粒子所受的加速力
,

束流的加速方程为

8二卿
,

一互专瓜
护刀 −‘ _

8Τ
2

� ς 9

三
、

包络函数的近似解

在考虑束流的加速过程和线性空间电荷效应的情况下
, 了

,

和 夕
,

由方程8Τ
2

�ς9 确定为

纵坐标 Θ
,

的函数
,

ΞΣ
,

Ξ, ,

Ξ
二

不仅通过加速场和聚焦场依赖于 Θ
, ,

而且通过空间电 荷力

依赖于束流强度 % 和束流的实际包络
? 二 , 。 ,

和
。二 2

因而
,

在普遍情况下方程8Τ
2

49的系数

]
。

为下列形式的函数

⎯
,

α ]
。

Ι Λ
, % , ? Σ

8Θ , %9
, ? ,

8Θ
, %9

, ? 二

8Λ
,

%9 ϑ
2

8Μ
2

�9
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为简化起见
,

我们省去 Θ
,

的下标
Κ 2

首先
,

我们对束流强度 % 做
“
逐步近似

” 2

令 % 二

产△%
,
△ % 为近似步长

, 产 一 ς ,
�

,
Τ

,

⋯
,

天为近似级数
2

当 △ Φ 取得足够小时
,

相邻两级

近似之间束流包络的差别不大
,

在此情况下
,

我们用第 8产 一 Φ9 级近似下所求得的包络

值
。, , , 一 ,

8Θ 9 Υ 。。Ι Θ
,

8%Κ 一 Φ9△% ϑ 去计算第 产级近似所用的 ]
。 ,

并记为

]
, ,

Υ ]
。

Ι Θ
, 产△ %

, ? Σ 2 二一 Π

8Θ 9
, ? , , 二一 Π

8Θ 9
, ? , , , 一�

8Λ 9ϑ
,

8Μ
2

Τ9

再对 Λ 做
“
阶梯近似

” 2

在有物理意义的范围内
,

⎯
二 Ο
总是 Λ 的单值有界函数

2

我们按照

零级近似下函数 ]‘ 的始卓
,

零卓和络卓将系统分为一系列大的区域
,

称为
“

元件
” ,

以
,

8
。二 �

,
Τ

,
Μ

,

⋯
,
) 9表示元件的序号

2

在第
,
个元件中再分 二。

个小区域
,

叫做
“

节
” ,

节

的序号以 Ε表示 8Ε一 ς , � , Τ ,

⋯
, 。 。

9
2

这样一来
, Θ , , 8

,

一
,
Τ

,
Μ

,

⋯
,
)

,

Α Υ 3 , Φ ,

Τ
,

⋯
, Γ 2

9 就是
“
节

”
的端点的纵坐标

2

函数 ]2 。的始点为 ΘΦ
, 。,

终点为 Λ )2 、
,

零点依

次为 Λ
, Ψ , , Υ Θ

。

二8
, α �

,
Τ

,
Μ

,

⋯
,
) 一 Φ9

2

第
Β Ε个节的长度为 Θ

3 Ε一 Θ 。 ,

Α一 Π Υ �ς � ,

其中任一点的坐标 Λ 满足 Τ
2 , 》 Θ 9 Λ 、 , 一 , 2

一般情况下
,

]
, Ο

定义域的始点和终点与

仇
,
完全相同

,

但其零点的坐标因空间电荷效应稍有差别
2

因为函数 么
Ο

是有界的
,

只要

杨 取得足够小
,

我们在每个节中以 ]
Ω ,
的平

均值代替它在各点的值
,

所引起的误差总会

缩小到所要求的限度
2

以 口,
。 , 记这个平均

值
,

有

]
“ , 。Χ Υ 土 8

Λ ·‘

�2 Ο ∴ Θ

一 2 2� 一 �

]
。 ,

5 Θ

之

合8]
·

β Ψ ]
·

⋯,·Φ ,
·

8Μ
2

Μ9
图 � 阶梯近似示愈图

就是说
,

把连续函数 ], 8Λ 9 在每个小区域上近似为一个阶梯
,

如图 � 所示
2

在此情况

下
,

方程 8Τ
2

4 9就被近似为一系列定义在小区域上的常系数方程

8了瓦,
” Ψ 。一而二熟

Ο 一 。,

一
, ,

一

Θ , Χ8 Θ 簇 Θ
。 ,

,一
,

” Υ �
,
Τ

,
Μ

,

⋯
,
)

,

产 α ς ,
Φ

,
Τ

,
Μ

,

⋯
,

天
,

Α Υ ς ,
�

,
Τ

,
Μ

,

⋯
, 。, 2 χ 8Μ

2

Ν9

由于 口,
2 , 在各节上分别为常数

,

方程8Μ
2

δ 在每个节上都是可以精确求解的Κ �
2

只

要求出了每个节上的解
,

利用 夕
2

和 ‘ 在节端点上的连续条件就可 以得到整个系统的解
2

我们将所有的节分为三种标准类型Π 凡
2

口
“

, , ε ς 称为
“
方向的聚焦节 Ο 口,

· , φ ς 为

散焦节 Ο 办
,

洲 Υ ς 为漂移节
2

为书写方便起见
,

以下我们省去下标
“

Ω’’
,

所得公式对

朴 6 , ‘
方向都适用

2

将方程 8Μ
2

Ν 9乘以 8了万9’就可以积分一次而降阶为

� 2 ,

一二, 厂 Υ
Θ

士 了蔽孤两不 面补石洒二 �
2

8Μ
2

�9

式中 γ 洲 在每个节中为常数
,

它的表示式为

牙洲 Υ ]砂声四,Α 一� Ψ � 四
·
, 一�

方程 8Μ
2

, 9是可积分的
2

当了ε ς 时右端取正号
,

了 φ ς 时取负号 Ο 矿 Υ

8Μ
2

49

ς 时
,

得到 夕
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的极值方程

一口, 声乙, Ψ 砰 , 2Α

阳
Π

一 � 一 ς2

将方程8Μ2 <9与8Μ
2

δ 结合起来进行分析
,

就可以得到
,

对于聚焦节

包络函数有极值的话
,

可能是极大值
,

也可能是极小值
,

它们分别为

8Μ
2

<9

8当 口, , ε ς 9
,

假如

二
。。 , Ψ 了蔽万二花万

声二
Π

_

—
8Μ

2

79
Θ]

, 时

γ , , 一了而万不虱
‘

Π。 _

—
’ 8,

2

 9
Θ]叫

对散焦节 8口, , φ ς9
2

假如包络函数有极值的话
,

只可能是极小值
,

它的表示式为

夕。
斌γ 几, 一 Ο口, , 一 附β

8Μ
2

� ς9
一 Θ]

, 。Λ

对于漂移节
,

假如包络函数有极值的话
,

也只可能是极小值
,

表示式为

声。 Ο。

一二匕
_ 2

8Μ
2

�一9
� 产一%_Φ

求解方程 8Μ
2

�9
,

注意在夕的极值前后方程的右端取不同的符号
,

并注意运用上述 夕极值

的表示式
,

就可以得到夕函数在节 Τ
2 , 《 Λ 《 Λ

。 2

洲 中的表达式

�
2

对聚焦节 8口洲 ε ς9 有

“一

瓷班疾率
ΧΑΒ

卜舔
8·

一
一8黑兴黔9η

,

当、一
Π ε 。

“一

瓷
十艺霭票

、

ηι 8
子

黯瑞
型

9
一 Ο丫石 8·

一
9

�
,

当 、
,

,一 、 。

8Μ
2

�Τ 9

8Μ
2

�Μ9

Τ
2

对散焦节 8口β φ ς9 有
「 。 叼而福8Λ__ 、

2

、
Π , 二, , , , ∴

二
Φ 刀

, ,

2 奋亡
2

”
—

犷犷 Π2 苗 Φ一 — , 梦二声
一 尸 一, 娜”2 2 一 Υ 护2 一 ∴

:
2 : Υ 沙 : 、

声

一下而扁蕊
习

一
,

”
蜘

Α一 多 。

脚”

其中

ϕ , 。Χ
�

声, 。 ,

, 一�

Ι � Ψ 8�。 ,
,

,、 ΦΨ 斌
2

二瓦万夕
Ο 2 ,

, 一 Π

9
, ϑ

,

8Μ
2

��9

Ι 。, , 。一叼而蕊“一Τ 一‘一, 一 γ , 。, ϑ, 一 Ν。
, 。 ,

一斗κ 护, ϕ , “ , 亡

一Τ了二西公而8Λ 一气卜
Π ,

,

当 。 , 。 ,

Λ一、φ 3
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8Π 一 Λ
。 2

, 一Π

9 、了共二
α 、

8
α一垒与一9

Ο

Λ 扩 一口
, 。 , 火丫分二

。, 一 Ν口
, 。Χ [

8Μ
2

� 49

Ι。
, 2 , 。叼

不
‘Λ 一‘

,
,一 , 一 γ

, 。
ΑΗ】一 、。

, 。
,

当
。, 。、一� φ ς

一 Ν]
, 。

Χδ
Ο 。Χ‘

丫二万雨
。Θ 一 Λ 。,

,一 Π 》

8Λ 一 Λ
。 ,

%一 Π
9 9

其中

Τ斌一口
, 、

%Β

8
下

千擎于9
,

λ1 μ 二‘ 一 斗− 二
Ο [

一 ,

Υ 矛, 一,

8Μ
2

�<9

γ 三
。 , 一 Ν口

Ο 。 ,

。
Ο 。 ,

一
飞二一

’

Μ2 对漂移节 8口洲 一 ς9 有

8Μ
2

�79

了朋
,
户一Α

�

硬� Ψ2 Ι气
。 ,

, 一 , Ψ � , 。 ,

Ε一,

8Θ 一 Θ 。 2
�一 ,

9ϑ
,
η

,

当
。, 。 ,

Α一 Π 9 3 8Μ
2

� 9

χΦ Ψ Ι ;
。 ,

,

Χ一�

η一 二 , 二, 一�

8Θ 一 Τ ς 2
, 一�9 ϑ,

η
2

当 。 , 。 2
�一, φ 3 8Μ

2

Τ ς 9
了产2 ,

户__Φ

利用关系式8Τ
2

Μ 9和方程8Μ
2

, 9就可得到

。 一 士了一吞
二: ‘

沪 十 γ
,

二刀 一 Φ
:

‘Μ2 Τ �9
Υ 一

ν
若 产 2 夕Η

2 ’ Η

产盯厂
Υ 2 、 2 一

’ [

当上面各式中的 Λ Υ Τ
2 � 时

,

就得到由
? ,

,

Ε一 Π ,

夕,
,

, 一,
到 。叫

,

夕洲 的递推关系式
2

由于通常在一个节中粒子能量的增长是很小的
, 了

Π

的变化不大
,

将方程 8Τ
2

�ς9 右端

的 6 ,

近似为节中的初始值 �,
ς 2

扮� ,

对方程积分得

� 淤 Υ 了九一碑
。 ,

%一 Π Ψ

Τ补耐一�

Γ 3⊥ Θ

Τ

气
2
�_�

利用 下 ,

与 声
,

的定义关系和 8Μ
2

ΤΤ 9式就可解得 � ,

和 夕
,

值
2

值代人关系式8Τ
2

, 9
,

即可计算出节中各点的束流包络
2

当

的包络值为

Ξ
Π ,

5 Θ 8Μ
2

Τ Τ 9

将它们和上面求得的 夕函数

Λ 一 Λ
。
Α 时

,

得到各节端点上

? 二井。Χ Υ

? , 娜。Χ _

了
二 , 。Ε夕

, 。 ,

�

了
,

了。 ,夕
, 。

,

了西瓜万
,

了
。 ,声, , 。 , ,

8Μ
2

Τ Μ9

·

⋯, 一

大轰, 了二,
·, · ,

·

以上所述公式已构成完整的计算循环
2

当粒子所受的加速力
,

聚焦力和空间电荷力

的具体表示式为已知时
,

就可以由这些公式计算出不同束流强度和不同初始条件下束流

的横向和纵向包络和发射度形状参数 声
, 。 , 丫

2

这里束流的纵向包络
。,

就是束团在纵向

的半长度
2

四
、

包络极值的位置

包络函数的极值就相应于束流包络的极值
,

上面已导出了包络函数极值大小的表示



4 Τ 高 能 物 理 与 核 叨 埋 乡

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

, 卷

式
,

这里给出极值位置的表示式
2

假定与 取得很小
,

可以限制在一个节中最多只 出现一次极值
2

在此条件下
,

对于聚

焦节 8口, , ε ς9
,

夕Υ 和 声‘
。

出现的位置分别由下式确定
, : : 、 2

�
「

,
2

:

了Τ乳卉
。Ε一� 一 二 , ,

、�
又乙 一 乙 ’ ·

, 一ΦΕ ‘”一成后于 ;万 一 ∃Γ
’

戈万蔽示万蔽犷夕η
’

闷2 ,
户“∴ Υ

、
2

Η
一 Υ 尸 Υ ∴ 一

当 气
, ,

, 一, ε 3 8Ν
2

� 9

8Λ 一 Λ
。 2

, 一 Π

9 η、
Γ Ο。 一

�
「
二

二
: ,

_ , _ 气二二二二 Φ一 十 叙Β

Τ 、
[ 万

2

� Τ
, 刁百 拌2 了 0

χ兰亘些丛竺二竺些
λ了γ 乱, 一 Ν口

, 、 9η
8Ν

2

Τ9

对散焦节 8口
, 。 , φ ς 9

,

声。, Β

当
。州

2
�一Π 《 ς

出现的位置为

8Λ 一 Θ 。 ,

Χ一Π

9 η瑞
Π Β

Υ , 未兰一
,Β

χ一里生_ 9
2

Τ 研一口, , λ丫砂蕊, 一 Ν口, , [

当 。州
2
, 一 Π φ ς 8Ν

2

Μ9

对漂移节 8口, , 一 ς 9
,

声
。。。

出现的位置为

8Λ 一 Λ
。 ,

, 一Π 9ηΥ
,。 一

%,
,

, 一 Π

Φ

6 拼自户__�
当 气幻 Α一, φ ς 8Ν

2

Ν 9

注意
,

只有节的长度 与 大于或等于上述长度时
,

极值才可能出现
2

五
、

儿 点 说 明

�
2

本文所给出的包络函数的近似解在 了 , ,

夕
,

为常数和不计人束流空间电荷效应时
,

自然地过渡为方程8Τ
2

4 9的精确解Κκϑ
2

Τ
2

本文的近似解除了适用于考虑加速过程和线性空间 电荷力的情况外
,

也适用于计

人元件沿 Λ 方向的非均匀场和边沿杂散场的情况
2

Μ
2

原则上
,
△ %和 与 取得越小

,

解的精确度越高
,

但另一方面
,
△ %和 ‘%越小

,

计算量

也就越大
2

因而
,

对于具体的系统
,
△ % 和 与 只要取得小到这样的程度

,

即进一步缩小它

们时所得束流包络的修正量小于所允许的误差就行了
2
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