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玻色子费米子体系波函数的
一

分类

摘 要

在本文中
,

我们证 明了玻色子费米子体系的波函数可以用超李代数链

4 :�� ; ∃ < => ; 9 ? 〕 ≅Α :� 9
‘

; ∃< => ; 9? 〕 ≅Α :�� ; ∃? Β ≅ 4 :=> ; ∃?

〕 Χ Δ :� � ; ∃? Β ≅ Ε:Φ > ; ∃? 〕 Χ Δ :� ? 。 Χ Δ :� ?

或
Γ

4 :� 9 ; ∃ < => ; ∃? 〕 ≅4 :� 9十 ∃ < �> ; ∃? 〕 Δ Χ户:� 9 十 ∃< => ; ∃?

〕 多# :� 9 ; ∃? 申 ≅Ε:=> ; ∃? 〕 Χ Δ :� ? 。 Χ Δ :� ?

来进行分类
Γ

在文中还给出了按超李代数链

Α :� � ; ∃< Φ> ; 9? 〕 ≅ Α :� � ; ∃< => ; 9? 〕 ≅Α :� 9 ; 9 ? Β ≅ Α :�夕; ∃?

。 Χ Δ :� 9 ; Φ? Δ ≅Ε:�9 ; 9 ?〕 Χ Δ :� ? Δ Χ Δ :� ?

分类的玻色子费米子体系的波函数
Γ

Η 琶 Ι
,

去
Γ

—
、 寻∃ 万

我们知道
,

角动量为 ∃ 的玻色子体系的波函数可以用李代数链

4 :� 9 ; ∃? 〕 ∗4 :� 9 ; 9 ? 〕 Χ Δ :�9 ; 9 ? 。 Χ Δ :�?

来分类
,

而角动量为 >的费米子体系的波函数可以用李代数链
4 :=> ; 9 ? 〕 ≅ 4 :�护; 9 ? 〕 ≅户:� 9 ; 9乏〕 ∗ 〔矛:� ?

来分类
Γ

我们推广这一结果
, 把玻色子费米子看作一个体系

,

这时可以弓9人一个超李代数

链 ϑ

4 :� � ; ∃ < �夕; ∃? 〕 ≅ Α :�� ;
、

∃ < => ; ∃? 〕 ∗ 4 :�9 ; ∃? 日? ∗4 :� 9 ; ∃?

。 Χ Δ :� 9 ; 9? Δ Χ Δ :=> ; ∃? 。 Χ Δ :� ? 毋 Χ Δ :� ? :9
Γ

9?

应用这个超李代数链:9
Γ

9? 可以对玻色子费米子体系进行分类
Γ

另外
,

还可以引人另一个

超李代数链

4 :� 9 ; 9< => ; ∃? 。 ∗4 :� 9 ; ∃ < � 9 ; ∃? 习 Κ≅∋:� 9 ; ∃ < => ; ∃?

。Χ Δ :�9
Γ

; ∃? Δ 砂:=> ; ∃? 〕 Χ Δ :� ? Β Χ Δ :�? :9
Γ

� ?

来分类玻色子费米子体系的波函数
Γ

本文 9 ! Δ 年 9 Δ 月 9� 日收到
Γ
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在本文中
,

我们还给出了按超李代数链:9
Γ

9? 分类的玻色子费米子体系的波函数
Γ

二
、

9

超季代数链雌9; 9<抓如娜
‘
软脚

十

加
∗4 :� 9; 9 ?� �口 !∀’# ∃%。&∋  !∃# ∃%� ()  !∀ # ∃%。

&∋  ∗%� &∋  ∗%

用 丙。
, 内+ , 虱

。 ,

−.
。

分别表示角动量及其子分量量子数为 /, + ,. , 。 的玻色子 , 费

米子的产生 , 湮没算符, 它们满足以下的对易和反对易关系
0

1 ‘, + 2 , 。 ,

3 一 1云, , 压, , ,

4 5 6 , 1 2 , 。云, , ,

∃ 5 2 + ,
’

% 0

7− . , − (8 ,

9 5 7石. ,

石(。 ,

9 5 6 ,

7− (,

石4。 ,

9 5 2  , , ’

% 一  !
:

∃%

考虑以下  !∃ # ;∀ # !%
!

个算符

< ‘= 一 云, + 2 , , , ,

 . 5 / # / # + ,

友5 / # ∃ # + ‘

% ,

< 。, 5 石(, − ,
, , ,

 2 5 !∃ # ! # ∀ # , ,

月5 !∃ # ! # ∀ # , ‘

% ,

< ‘, 5 压, , − ,
。 , ,

 . 5 / # ∃ # 。 ,

夕5 !∃ # ! # ∀
,

# , ‘

% ,

< 。
, 一 石,

0 2 , + , ,

 “ 一 !∃ # ! # 夕# 。 ,

卜
/ # ∃ # 二

’

%
:

 !
:

! %

这些算符满足以下的对易和反对易关系
:

1< , , < , 0 ∃ 5 < ‘, 2  .天% 一 < , , 。 ∃∃%
,

1< 、, < = “3 5 < ‘。 ‘ .及%
,

1< , . < 。
, 3 5 一< 。( 2  .及%

,

1 < 2 , < > 。∃5 < 。。口  夕丫 % 一 < 丫, 2  2 占%
,

1 < 。 , < , , 3 5 一 < , , ?  。 , %
,

1 < 。 , < 0 (3 5 < 2 ((  吞了 % 0

7< 、。 < (, 9 5 6 ,

7< = < 丙 9 5 ≅ ,

7< , 。

马, 9 5 < ,(舀 时 % # 万, 2 2  .∀%
:

 !
:

∗%

所有的算符 <. . ,

凡
, , < . , ,

民 . 构成了慈李代数 Α  !∃ # ∃Β !. 0 # /% 的 生 成元 1∃Χ ,

<. , ,

凡
,
称为 Δ  !∃ # >Β !∀ # /% 的偶元 , <. , ,

凡, 称为 ΕΦ !/ # / Β ;∀ # ∃% 的奇元
:

显

然
, Ε  !! # ∃Β ;∀ # /% 的 偶 元 构 成 了 李代 数 Δ  !∃ # ∃% ∋ Δ  ;∀ # / % 的生 成 元

,

Α  !∃ # /% Γ Α  !护# /% 称为超李代数 Α  !∃ # ∃Β !∃ # /% 的李代数
:

算符 <. . , < , , <. , , < 2

厂的子集
∃

Η

口0 ‘ < 。 一  < 0 , # < 二% Β !

口
∗
一 < ∗∗

一  < 0 ∃ # < 二 # < ∗∗

% Β ∗

: : : : :

⋯⋯
口

⋯
Ι; , # 0

5 < ; , # , 0 , # 0
一  < 0 , # < 二 # 一万!, # 0 0 , #(∃ % Β !!十 / ,

瓦‘  . 件 劝 ,
Η

)! 5 < ϑ , # ∗ 0 ,= 一  石!, # 0 0 , # 0 # < ; , # ∗ 0 ‘# ∗

% Β !

)∗ 5 < ; , # , 0 0 # ,
一  < ; , # 0 0 ,、 # < ; , #∗ 0 0 # ∗ # < ;0 # , 0 , # :

% Β ∗
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Γ Γ Γ Γ Γ Γ Γ Γ Γ

⋯ ⋯
∋� , ; , ϑ Λ; ϑ

Μ . =‘; �Χ; ϑ ϑ ϑ ; �Χ。 一 :.
= , ; Ν ϑ ‘。 ; . ϑ , ; , ϑ ‘Ν

·
�

; ⋯ ; . =, ; �9。 ϑ , ; ϑ ≅; �
?< => ; 9

.
。, Ν :

。 粉 夕? Ν

9

� 9 一 =>
Ο:=> ; ∃?:.

ϑ ϑ
; . ΦΦ ; ⋯ . = Ν; ϑ ϑ , ; 、

?

一 :� � ; 9 ?:石
Φ ,。 ϑ ,。 ; . Φ , ; , ϑ , ; ,

; ⋯ ; . ϑ ,、 ≅; ϑ � , ; ϑ ≅; �
?ΠΝ

. , , , .
。
Θ

Γ

:�
Γ

Ρ ?

构成3 4 :�� ; 9 < => ; ∃? 的子超代数 ∗4 :� 9; 9 < � 9; ∃? 的另一组生成元
Γ

≅ Σ :�9; ∃ <

=> ; ∃? 的偶元为 Κ= ,

Κ
�

⋯Κ=, ; , , . , , Ν∋=
,

∋�
,

⋯∋ΦΛ
; ϑ ϑ Τ

Γ

它的奇元为 . , , , .
。

,
Γ

这样
,

我们就找到了一个超李代数链
Α :� � ; 9 < => ; 9 ? 〕 ∗ 4 :�9 ; 9 < � 9 ; ∃? 。 ∗4 :� 9 ; 9 ? 〔日 ∗ 4 :�9 ; 9 ?

〕 Χ Δ :� 9 ; ∃? Δ ∗Ε:� 9 ; ∃? 〕 ∗4 :� ? 由 ∗ 4 :� ?
Γ

三
、

超李代数链 4 :�9 十 9< �> ; 9? Δ Χ口:�9 ; ∃< �>’; ∃? 〕 2 ∗ ∋

:� 9; 9 < �>’; 9?。 ∗2 :� 9; 9 ?Κ& ) !∀’# ∃%。&∋  ∗%� � ≅  ∗%

超李代数 Δ  !∃ # ∃Β ;∀ # /% 的另一组生成元可以迭为
0

伍
, , , %岛一 艺  /。 , /, , /及, Λ云, + ‘, , 。 0 ,

 石,吝, %鲁一 艺  夕8
0 �≅ ! ∃天Μ Λ石,

二‘石,。
0 ,

 厅,子, %答一 艺  /, , (, !∃友Μ% 云,。 0

石,
, 0 ,

 石, , ,%李一 艺 Ν(, , ∃≅ ! 9友。%石,
, 0

压,二 0 :

 ∗
:

∃%

其中
压, , 一  一 %Ο# , 2卜 , ,

吝(。 5  一 % .# ”− ,一
, ,

杯
, , 0 %吞吓(石(鸿 是 Δ  !∃ # ∃Β !∃# ∃% 的偶元

,

的奇元 ,它们满足以下的对易和反对易关系
0

 云‘吝, %乡
,

 石,寿, %

 ∗
:

∃‘

%
吞是 Δ  !∃ # /Β !∃# ∃%

1  云, , , %吞7 云0 , , %吞03 一  一 %
, ΟΗΗ Μ

艺了面再
/ % !左! # ‘%  “友# ∃% 7 一 %及

0 #天
0 #走

Η

一 9

食00劲
一

7Π∃ 含7
一

附
了%0:

1  云,压, %吞, 云,多(%毒0 3 一  一 %‘# .一Μ

艺了瓜
, # ‘%  !毛# ‘% !‘# ‘

 00 00劲7令于卜软
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Υ:云
, 压,

?怎∃:石Λ Ν ,
?李里ς Μ :一?

‘; ‘一 ,

·

万丫:�灸
ϑ
; 9?:�及

� ; 9 ?:�左; 9 ?

·

:ϑϑ 之匀铃份Ο卜
Ω
?ϑ

Ι:石≅ 吝, ?李Ν :石Φ 吝, ?吞ϑ ς 一 :一沪Λ一 ,

·

艺 了:�及
9
; ∃?:�反

ϑ ; ∃?:�及; 9 ?
·

Ο:一 ?花
ϑ ; 灸

ϑ ; 走一 ∃Π

Η

< 友
,

互
� 互Ξ Ψ及

ϑ

互
ϑ 及 9

, 二 , 、 ‘

’

喊砚
一刁汀 汽峥联

Υ:石,
孔?怎ϑ :万

, 吝, ?李ϑς 一 :一?, ; ‘一 Ζ

·

艺 丫:�互
ϑ
; 9 ?:�及

� ; 9?:�灸; ∃?

俊之匀Ο令份Ο画
?ϑΓ

Υ:石≅多, ?李Ν :石, Ν ,

?怎ϑς 一 :一?Λ; ‘一 Ζ

·

艺 了:�反
,

; ∃?:�反
� ; 9?:�友; ∃?

以 劲Ο今片际
?ϑΝ

Ο:压
, 吝, ?浮∃:压

, 石, ?岛Ν Π一 #

Ο:石, ‘,
?李∃:孔‘

,
?咨ϑ Π一 #

Ο:示
, 石≅?春Ν :石≅ ‘

,

沁ϑ Π

一

刻
‘一 ?ΦΛ

一

侧瓜万而兀干万瓜下乃

: 少份ΟΠ[:
‘
压,
?李

; :一?
, ‘一 Ζ

丫:�毛 ; ∃?:�及
� ; ∃?:�无; ∃?

·

:ϑϑ ϑϑ劲Ο分 Ο卜软ΠΓ :�
Γ

� ?

利用:�
Γ

� ?式
,

容易证明

:压
, 万,

:石Λ 石

Τ 一 丝丝生�
一

丈

:及污 Δ?

:左钾 Δ ?

,,

Γ

尺Ζ女Ζ
、
产、、户、

�>

�9 一 =>

:云
,

瓦?委

士
一 向

业 Ο:、
, ϑ ,

?卜 :Ν ,石, ?ϑΠϑ

压,
?怎

Γ

构成了 Σ :� 9 ; Φ < => ; ∃? 的子超代数 占4 :�9 ; ∃< � 9 ; 一? 的一组生成元
以 , � , ,

:�
,

� ?

其 中 :丙

二,
?李

,

:石, 凡沁 :灸今 。?
,

是 ≅ 4 :� 9 ; ∃ < � 9; ∃? 的偶元
,

而 任
, 石, ?季

,

:石, Ν ,

?怎是 ≅ Α :�� ; ∃<

� 9 ; ∃? 的奇元
Γ
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利用:�
Γ

� ?式还可以看出 ϑ

:云
, 三?二

,

掩Μ 奇 Ν

:石, 石≅?春
,

及一 奇 Ν

:压
,

毛?李; :‘
, 石, ?李Ν

其中

:万
, 石, ?委Μ :一 ?Ι; Λ一灸:石Φ 任

,
?李

构成了 ∗4 :� 9 ; ∃ < =>下 ∃? 的子超代数 # ∗∋:� 9 ; ∃< �夕; ∃?的一组生成元
5+∴

Γ

:瓦礼?买友今 。?
,

是它的偶元
,

:司了, ?季; :氛吝, ?含是它的奇元
,

这样
,

我们得到了另一个超李代数链

4 :�9 ; ∃ < => ; ∃? 〕 ∗ 4 :�9 ; ∃ < � 9 ; +? , 2 ∗∋:�9 ; ∃ < �9 ; ∃?

。 Χ Δ :� 9 一 ∃? Δ Χ户:� 9 ; ∃? Τ Χ Δ :� ? Δ Χ Δ :� ?
Γ

:�
Γ

Ρ ?

:�
Γ

Ρ
’

?

:云
‘
石,
?

:�
Γ

Χ ?

四
、

按 4 :� 9; 9 < �>’; ∃?。 ∗ 4 :� 9; 9< �>’; 9?。 ∗ 4 :� 9; 9?Κ& Δ  !∀
# ∃% 。 � ≅  !∃# ∃%� &)  !∀’# ∃%。&∋  ∗%Κ(∋  ∗%分类的波函数

为了计算方便
,

我们先引入按超李代数链
0

Δ  !∃ # /Β ;∀ # / % 〕 ( Δ  !∃ # /Β ;∀# / % 〕 ( Δ  !∃ # / % Θ (Δ  ;∀ # /%
〕 ( Δ  !∃% Ρ (Δ  ;∀%〕⋯ 。 (Δ  ! %公( Δ  !%

分类的波函数
:

按照 1 !3 中的方法
,

可以得到这样的波函数
0 。

 Σ
:

∃%

∃1几3 了 0 1 ∃”# , 3 , !%
,

Τ1又# 一3二 0 1 ∃!∃3了!Λ
,

1之〕“ 0 2 一ϑ
>

, 〔∃!了‘’口≅ ≅不 Υ Λ

∃〔孟# /〕“一2 Χ∀ Χ【∃!了〕一∀∀ Υ Λ

∃1 几# ;∀ # / 3 了0 1 6 3 丫!% ,  Σ
:

! %

其中 1 又∃, 1又 # / 3 ,

⋯ 1几# ;∀# / 3 , 1 /’∀# ‘3 , 1 /, ∀3 ,

⋯
1 6 3 是标记 ( Α  !! # / % , (Α  !护# / % 不可约表示的

划分 , 了 0 , ∃ 0 是标记 (Δ  !∃ # /%、 & Δ  !∃# 一% 不可

约表示基矢的 ς Γ’/ Φ2 8Ω 符号
: 几

彼函 数  Σ: !% 展 开 了
Δ  !∃ # / Β !∃# / % 的不可约表示  1 又3 1 ∃’‘# , 3 % 的 表

示空间
:

按超李代数 链 Δ  !∃# 一Β !∃# / % 〕 (Ε  !!# /Β
;∀# /% 〕 ( Δ  !∃# /% Γ ( Ε  ;∀# / % 〕 � ≅  !!# / %

Γ &Ξ  !∃# / % 〕 � ≅  ∗% 申 � ≅  ∗ % 分类的玻色子费

米子的波函数为
0

91又 # 2 3 Ε /
气Χ, 1 / ’‘# ‘一2 4 Ε !碗儿ΧΥ %

一 名 91 , # 。ϑ , 0 1 /“‘ ,一‘/, !%灯, 0 , ,

ΤΕ , 。0 Χ0 , Ε
两几Χ、 %

〔孟#刃
, 0 。 一∀ , 〔/扮丈4一勺

, ! 。, 4 ;∀ Υ %

图 ∃

9 1 斑#灯# ∃〕“, “0人【卿 6∀ ,
材%

按 Δ  !∃
。

卜 / Β ! ∃# / % 。 ( Δ  !∃#

ΤΤ∃Τ
∃于

Τ

Ψ . Ψ 0

/ Β ;∀ # ∃% 。 (盈∀ !∃# / % 田 (Δ  ;∀# / %
。 � ≅  !, # / % 。壬 ()  ;∀ # / % 。 � ≅  ∗ %

Γ ( 6  ∗ % 。 之‘6  ∗ % 分类的波函数
:

/% 略去了不独立的量子数 Ω 6 : 0 :
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占 Μ 2
,

∃
,

� ,

⋯ � 9 ; ∃
一

:Ρ
Γ

� ?

其中 叭气∴
, , 均气入 分别是玻色子费米子的产弱数

,

附加量子数
,

角动量量子数
Γ

这样的

波函数可以用图 9 划出
Γ

五
、

结 束 语

在本文中
,

我们指出了可以用超李代数链:9
Γ

9? 和:9
Γ

� ?来分类玻色子费米子体系的波

函数
,

并给出了按超李代数链 :9
Γ

9? 分类的玻色子费米子体系的波函数
Γ

以后
,

我们将利

用本文的结果来讨论原子核的 4 :% < Ρ ? 动力学超对称性
Γ
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