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摘要 利用玻色映射方法, 我们在壳模型中计算了原子核低激发态性质的一些特征量, 并与这些量在

相互作用玻色子模型的动力学对称性中的数值进行比较, 得到原子核的集体运动形状相在壳模型中的

对应, 分析了壳模型中的单极对、四极对和四极–四极相互作用对形状相的影响, 还在壳模型中研究了

U(5)—O(6)相变过程, 得到的结果与在相互作用玻色子模型中得到的结果一致.
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1 引言

相互作用玻色子模型(IBM)[1]可以很好地描述中

重质量区的原子核的低激发性质
[2]. 这个模型有3个

动力学对称性: U(5), SU(3)和O(6), 它们分别对应

原子核的球形、长椭球形和γ不稳定形状相
[3–6]. 此

外, 还有一个SU(3) (生成元的四极张量算符中的结构

常数由−√7/2换为
√

7/2)对称性, 它对应原子核的扁

椭球形状相. 人们已经得到相互作用玻色子模型的相

图
[4, 7, 8], 它可以用一个扩展的Casten三角形描述. 近

几年, 这种和原子核的几何形状相联系的相变引起了

广泛关注
[9–15].

相互作用玻色子模型是壳模型的一个较好的近

似
[16]. 因此, 这些相变过程应该可以在壳模型中进行

研究. 人们已经利用一个包含单极对作用和四极–四

极相互作用的壳模型研究了从超导相到转动相的相

变过程
[17]. 最近[18], 人们又利用包含这两种相互作用

的壳模型讨论了U(5)—SU(3)相变过程, 其中U(5)和

SU(3)相分别用单极对作用和四极–四极相互作用表

示.

一般来说, 在实际的壳模型中(例如我们即将讨论

的包含单极对、四极对和四极–四极相互作用的壳模

型)找到形状相是不容易的. 而且, 人们对于壳模型中

这些相互作用对形状相的影响还没有系统的了解. 我

们这一工作的目的正是利用一种近似方法, 由之给出

原子核的形状相在壳模型中的对应, 讨论形状相对壳

模型中各种相互作用的依赖关系, 然后利用壳模型讨

论原子核的形状相变.

2 模型和计算方法

原子核的低激发态性质及形状特征可以由原子核

的低激发能谱及电磁跃迁几率来表征. 对于能谱, 我

们采用一个在很多实际计算中广泛应用的壳模型哈密

顿量
[19–21]

HF =H0− 1
2
g0P

†
0 P0− 1

2
g2P

†
2 ·P2− 1

2
k :Q2 ·Q2 : , (1)

其中H0 =
∑

jm εja
†
jmajm是单体相互作用, g0, g2和k

分别是单极对、四极对和四极–四极相互作用的强度,

: :表示对费米子算符的正规乘积. P †
0 , P †

2和Q2分别表

示为

P †
0 =

∑
jm

a†jmã†jm ; (2)

P †
2µ =

∑
j1m1j2m2

〈j1m1|q2µ|j2m2〉a†j1m1
ã†j2m2

; (3)

Q2µ =
∑

j1m1j2m2

〈j1m1|q2µ|j2m2〉a†j1m1
aj2m2 , (4)

其中 ãjm =(−1)j−maj−m, q2µ = r2Y2µ.
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对于电磁跃迁几率, 最重要的是电四极跃迁的约 化几率B(E2;Li→Lf )=
1

2Li +1
〈Lf ||T (E2)||Li〉2, 其

中T (E2)为Q2乘以一个有效电荷.

壳模型的计算空间和工作量巨大, 难以实现.

为解决这一问题, 我们利用Dyson型玻色子映射方

法
[22–24]. 在这个方法中, 一个对应偶偶核的多费米子

空间映射到一个所谓的理想玻色子空间. 相应地, 每

一个费米子算符映射为玻色子算符. 在实际计算中,

一般要对玻色子空间进行截断. 在计算中, 把费米子

空间截断为所谓的SD子空间, 即只保留角动量等于0

和2的费密子对. 很多实际计算表明, 这是一个有效的

截断
[25]. 这样, 最终的哈密顿量表示为HB(s†,s,d†,d),

它正是相互作用玻色子模型的哈密顿量. 此外, 我们

不区分质子和中子, 这对应于 IBM-1. 为了突出相互

作用强度的影响, 把单粒子轨道和相应的单粒子能

量取为定值. 以50—82的大壳层为例, 采用文献[26]的

取法, 即将单粒子轨道取为2d5/2, 1g7/2, 3s1/2, 1h11/2,

2d3/2, 它们的能量分别取为0, 0.8, 1.3, 2.5, 2.8 (单位

是MeV). 单粒子波函数取为简谐振子波函数, 并且谐

振子常数取为 b2 = 1.0A1/3fm2, 其中A在计算中取为

130. 然后对截断后的哈密顿量在U(5)基矢下对角化,

并且其中的总核子对数取为10, 得到原子核的低激发

能谱, 进而得到电四极跃迁的约化跃迁几率.

3 原子核的形状相在壳模型中的对应

为了在壳模型中分析原子核的形状相结构, 我

们需要把壳模型和相互作用玻色子模型的动力学对

称性相对应. 为了实现这个目标, 着重分析一些特征

量. 能量比值R42 =
E41

E21

, R62 =
E61

E21

, R02 =
E02

E21

和

R22 =
E22

E21

可以标志低激发态的特征. 对于电四极跃

迁, 考虑这样一些B(E2)比值: B42 =
B(E2;41→ 21)
B(E2;21→ 01)

,

B64 =
B(E2;61→ 41)
B(E2;21→ 01)

, B02 =
B(E2;02→ 21)
B(E2;21→ 01)

和B22 =

B(E2;22→ 21)
B(E2;21→ 01)

. 所有这些量在相互作用玻色子模型

的动力学对称性下的值都列在表1中. 通过比较这些

量在壳模型中的值和表1中的值, 就可以得到原子核

形状相在壳模型中的对应.

首先讨论单极对相互作用的效应. 计算中所

用参数为: g0 ∈ [0,0.50], g2 = k = 0. 低能级能

量比值和B(E2)比值相对于 g0的变化行为分别如

图 1和图 2. 从图中可以看出, 只要 g0的值大于

0.12, 所有的特征量都对应U(5)相的特征值. 例如,

R42 ≈ R22 ≈ 2.0, R62 ≈ 3.0, R02 ≈ 1.9, B42 ≈ 1.8,

B62 ≈ 2.4, 1.7 6 B02 6 1.8和1.3 6 B22 6 1.7. g0的这

个下限值依赖于所取的单粒子轨道和相应的能级. 单

极对作用的强度可以由经验公式g0 ∼ 20/A(其中A为

原子核的质量数)[27]决定, 我们在计算中取的A =130,

可以知道, 对于实际的原子核, 得到的对应U(5)相的

单极对作用强度与经验数值是一致的.

表 1 相互作用玻色子模型的动力学对称性下, 10

个玻色子系统的一些特征量的数值(其中标有星号

的值表示它依赖与哈密顿量中的额外参数)

R42 R62 R02 R22 B42 B64 B02 B22

U(5) 2.0 3.0 2.0∗ 2.0∗ 1.8 2.4 1.8 1.8

O(6) 2.5 4.5 4.5∗ 2.5∗ 1.4 1.5 0.0 1.4

SU(3)和SU(3) 3.3 7.0 24∗ 24∗ 1.4 1.5 0.0 0.0

图 1 单极对作用强度对低激发能谱结构的影响

图 2 单极对作用强度对电四极跃迁的影响

下面讨论形状相对四极–四极相互作用强度的依

赖关系. 实际上, 人们已经知道这一项正是Elliott模

型
[28], 其中Q2是具有SU(3)对称性的四极张量. 但

是, 在实际的壳模型中, 由于单体项的影响, 系统的状

态并不总是对应SU(3)相. 因此, 有必要对其效应进
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行研究. 计算中所用参数为: k ∈ [0,0.50], g0 = g2 = 0.

得到的低激发能谱结构和B(E2)比值相对于k的变化

行为分别如图3, 图4所示. 为了更清晰地显示能级结

构, 在图3的(a)部分只给出了k∈ [0,0.20]的结果.

从图3和图4可以明显地看出, 所有列在表1中的

特征量都关于一个特殊点k ≈ 0.10近似对称. 仔细

分析这个点的值, R42 ≈ R22 ≈ 2.5, R62 ≈ R02 ≈ 4.5,

B42 ≈ 1.4, B64 ≈ 1.5, B02 = 0以及B42 ≈ 1.4, 并与表

1对比可知, 这个点正好对应O(6)相. 这也可以从图3

的能级结构明显地看出来, 例如出现22−41双重简并

态和02−31−42−61四重简并态.

图 3 四极–四极相互作用强度对低激发能谱结构的影响

图 4 四极–四极相互作用强度对电四极跃迁的影响

由同样的分析方法可知, k值很小 (k ∈ (0.000,

0.005))和k值很大 (k > 0.2) 的区域的特征值都和表

1中的SU(3)相 (或SU(3)相)的特征值对应. 表1中所

列的特征值在SU(3)和SU(3)相下的值完全相同, 为

区分这两个相, 需要新的物理量. 人们知道, 第一激发

态的四极矩Q(2+
1 )=

4
5
√

π〈2 2 2 0|2 2〉〈2+
1 ||T̂ (E2)||2+

1 〉
可以表征原子核形状的特征, 并且它在SU(3)相下

为负值, 在SU(3)相下为正值, 而在O(6)相下等于

0[8]. 计算结果表明, 随着k值从小于0.1增加到大于

0.1, Q(2+
1 )值从正值变到零后再变到负值, 并且其

绝对值关于k = 0.1近似对称. 因此可以得到结论:

形状相随着四极–四极相互作用强度的演化模式是

SU(3)→O(6)→ SU(3), 这对应一个从扁椭球到长椭

球的相变过程, 相变临界点是不定轴转子相. 这个结

果和此前得到的原子核形状相随着结构参数χ的变化

行为
[8]
完全一致.

最后, 讨论四极对作用对形状相的影响. 计算

中所用参数为: g2 ∈ [0,0.15], g0 = 0.15, k = 0(这

样选择参数的理由是: 在对原子核的实际描述中,

一般应有g2 < g0). 计算得到的原子核低激发能谱

结构和B(E2)比值相对于g2的变化行为分别如图5

和图6所示. 由图可知, 当四极对作用强度较小时

(g2 ∈ [0,0.04]), 所有特征值都和U(5)的特征值近似对

应. 在g2 ∈ [0.07,0.10]区域, 特征量显示出轴对称转动

相的对应值. 进一步计算Q(2+
1 )值知, 它为负值, 这表

明这个区域对应SU(3)相. 在两个相之间的区域, 存

在一个U(5)—SU(3)相变过程.

图 5 四极对作用强度对低激发能谱结构的影响

图 6 四极对作用强度对电四极跃迁的影响

4 原子核形状相变的壳模型讨论

利用前面比较特征量在壳模型和相互作用玻色

子模型的动力学对称性下的数值的方法, 我们给出

了原子核的集体运动形状相在壳模型中的对应. 下面
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我们在壳模型中讨论原子核的形状相变, 因为U(5)—

SU(3)相变过程已经在文献[18]中予以讨论, 这里只讨

论U(5)-O(6)相变过程.

描述这个相变过程的模型可以表示为

H =(1−α)HU(5) +αHO(6) , (5)

其中α是控制参数, HU(5)和HO(6)分别标记U(5)和

O(6)相在壳模型中的对应. 利用上一部分的结果, 选

取HU(5) =H0−0.2g0P
†
0 P0, HO(6) =H0−0.05g0P

†
0 P0−

0.01g2P
†
2 P2−0.01k :Q2 ·Q2 :. 很显然, α =0对应U(5)

相, α =1对应O(6)相.

首先计算基态波函数的重叠 〈01;α|01;α0〉, 其
中α0 = 0或者1. 计算结果如图7所示. 两条线的

变化行为说明, 随着α由0增大到1, 系统由U(5)相演

化到O(6)相, 其交点为相变的临界点. 由之可以确定

U(5)—O(6)相变的临界点αc≈ 0.8.

图 7 U(5)—O(6)相变过程中基态波函数的

重叠(其中实线为 〈01;α|01;α = 0〉, 点线为
〈01;α|01;α =1〉)

图 8 U(5)—O(6)相变过程中d玻色子的平均占有

率D01和D21

其次计算了在原子核形状相变中常用的两个

特征量D01 =
1
N
〈01|nd|01〉和D21 =

1
N

(〈21|nd|21〉 −

〈01|nd|01〉), 它们标志d玻色子数的平均占有率. 所得

结果如图8示. 由图8可以看出, 原来在 IBM中得到的

相变行为
[11]
都可以在壳模型中得到很好的描述, 而且

临界区与 IBM的结论完全一致.

我们还计算了B(E2)比值, 限于篇幅在这里仅给

出B02和B42的结果, 并示于图9中. 从图9可以看出,

这些量在临界区都有明显的变化行为. 这些结果和

IBM得到的结果也完全一致.

图 9 U(5)—O(6)相变过程中B(E2)比值B02和B42

5 结果和讨论

通过在SD对截断的核子对空间中, 利用壳模型

计算原子核低激发态性质的一些特征量, 并与相互作

用玻色子模型的动力学对称性下的数值进行比较, 给

出了原子核的集体运动形状相在壳模型中的对应, 讨

论了形状相 (或集体运动模式)对于壳模型中单极对、

四极对和四极–四极相互作用的依赖关系. 结果表明,

只要强度超过一个下限, 单极对作用就产生振动模

式 (或相互作用玻色子模型中的U(5)对称性); 随着四

极–四极相互作用强度增加, 原子核会出现从扁椭球

相 (SU(3)相) 到长椭球相 (SU(3)相)的相变, 而且在

它们之间存在一个不定轴转子相 (O(6)相)作为相变

的临界点; 在一个固定的对应U(5)相的单极对作用强

度下, 四极对作用在其强度较弱时的效应很小, 随着

其强度增加, 会引起U(5)—SU(3)相变.

利用形状相在壳模型中的对应, 在壳模型中讨论

了原子核的形状相变. 以U(5)—O(6)相变过程为例,

我们说明, 利用壳模型可以得到相互作用玻色子模型

揭示的原子核形状(对称性)相变的各种特征.
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Nuclear Shape Phase Transition in the Shell Model *
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Abstract By comparing the values of some quantities obtained in the SD pair truncated shell model and the dynamical

symmetries of the interacting boson model(IBM), we identify the nuclear shape phases in the shell model. We study the

dependence of the nuclear shape phases on the monopole-pair, quadrupole-pair and quadrupole-quadrupole interaction

strength, respectively, in the shell model. We also investigate the vibrational to γ-soft rotational phase transition in the

shell model. The obtained results coincide with those obtained in the IBM very well.
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