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Cγα⊗
↔
∂µ ⊗γαC

Cγα⊗
↔
Dµ ⊗γαC

2.16±0.14GeV Y(2175)/ϕ(2170)

JPC = 1−− qsq̄s̄ sss̄s̄ Cγµ⊗
↔
∂α ⊗γαC+Cγα⊗

↔
∂α ⊗γµ

Cγµ⊗
↔
Dα ⊗γαC+Cγα⊗

↔
Dα ⊗γµ X(2200) X(2400)

2.20 2.40GeV
2.16−3.13GeV 2.16−3.16GeV

Abstract: In this study, we apply the QCD sum rules to investigate the vector fully-light tetraquark states with an
explicit  P-wave  between  the  diquark  and  antidiquark  pairs.  We  observed  that  the    (or

)  type  current  with  fully-strange  quarks  couples  potentially  to  a  tetraquark  state  with  a  mass
,  which  supports  assigning    as  the  diquark-antidiquark  type  tetraquark  state  with

.  The    and    vector  tetraquark  states  with  the  structure    (or

)  are  consistent  with    and  ,  respectively,  which  lie  in  the  region
from   to  . The central values of the masses of the fully-strange vector tetraquark states with an explicit
P-wave are approximately    (or  ).  Predictions for  other  fully-light  vector  tetraquark
states with and without hidden-strange are also presented.
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I.  INTRODUCTION

e+e−→ ϕ f0(980)

JPC = 1−− M = 2.175±0.010±
0.015 GeV Γ = 58±16±20 MeV

Y(2175)

Y(2175)
M = 2.186±0.010±0.006 GeV Γ = 65±23±

17MeV
Y(2175)

2.4GeV

X(2400)
2.436±0.026GeV 121±35MeV

In  2006,  the  BaBar  collaboration  studied  the  cross
section    and  discovered  a  structure  near
the  threshold  compatible  with  quantum  numbers

 for the first time; its mass is 
,  and  its  decay  width  is 

[1]. This structure was named as   [2]. It is a suit-
able fully-light tetraquark candidate [2], and experiment-
al results have attracted extensive interest given that there
are alternative interpretations beyond the tetraquark state
[3]. Later,  the  BESII  collaboration  confirmed  the   pres-
ence  of   and  reported  its  Breit-Wigner  mass  and
width,    and 

,  respectively  [4].  The  Belle  collaboration  also
confirmed  the  existence  of  ,  in  addition  to  a
cluster  of  events  near    [5]. Shen  and  Yuan  stud-
ied combined  data  from  the  Belle  and  BaBar   collabora-
tions  and  observed  evidence  for  the  structure 
with  a  mass    and  width 
[6].

e+e−→ K+K− K+K−K+K−

X(2240)

In 2019, the BESIII collaboration measured the cross
section of the process   ( ) and ob-
served a resonance structure,  , with a Breit-Wign-

M = 2239.2±7.1±11.3 MeV 2.232 GeV
Γ = 139.8±12.3±20.6 MeV

ρ(2150) ϕ(2170) 3σ
2σ
ρ(2150)

ρ(2230) M = 2232±
8±9MeV Γ = 133±14±4MeV

e+e−→ ΛΛ̄η
X(2400) JPC = 1−− M = 2356±
7±17 MeV Γ = 304±28±54 MeV

er  mass    ( )  and
width    [7]  ([8]).  Its  resonant
parameters  differ  from  the  world  average  parameters  of

 and   by more than   in mass and more
than    in  width  [7]. Furthermore,  the  isovector   reson-
ance    is  not  well  established  [9].  In  2020,  the
BaBar  collaboration  measured  the  same  cross  section  in
conjunction  with  previous  BaBar  results  for  the  relevant
processes, and obtained a similar Breit-Wigner mass and
width  for  the  isovector  resonance  : 

  and  ,  respectively  [10].
Recently,  the  BESIII  collaboration  measured  the  cross
section    and  observed  a  resonance  structure,

, with  , a Breit-Wigner mass 
, and a width  [11].

X(1835)

20σ X(2120) X(2370)
π+π−η′

J/ψ→ γπ+π−η′

η(2100) X(2500)
f0(2100) f2(2010) f2(2300)

To date, an increasing number of potential fully-light
exotic hadron candidates have been discovered. In partic-
ular, , previously observed by the BESII collabor-
ation  [12],  was  verified  with  a  statistical  significance
greater than   [13]. Additionally,   and 
were  observed  in  the    invariant  mass  spectrum in
the  decays    [13].  In  2016,  pseudoscalar
states   and   were detected. In addition, the
scalar state   and tensor states  ,  ,
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f2(2340) J/ψ→ γϕϕ

Y(2175)/
ϕ(2170) ΛΛ̄

ss̄ ϕKK̄

and    were  detected  in  the  process 
[14]. As the pieces of evidence began to accumulate, the-
oretical  physicists  were  obliged  to  investigate  the  fully-
light tetraquark states. In short, several possible theoretic-
al  interpretations  have  been  proposed  for 

, such as the tetraquark state [2, 15−22],   bary-
onium [23, 24], conventional   state [25, 26],   res-
onance state [27, 28], and strangeonium hybrid [29].

sss̄s̄
JP = 0++ 1−− 1+− 2++

Y(2175)/ϕ(2170) sss̄s̄
sqs̄q̄

sss̄s̄

Y(2175)/ϕ(2170) sss̄s̄
3P0

Y(2175)/ϕ(2170) sss̄s̄
ΛΛ̄ 23D1ss̄

In  previous  works,  the  QCD sum rules  were  used  to
explore the tetraquark states   with quantum numbers

,  ,  ,  , etc.  [2,  15−18,  30].  In  Refs.  [2,
15, 16, 18],   was interpreted as the 
vector tetraquark state (or as the   state [19]) with an
implicit  P-wave  (or  with  an  explicit  P-wave  in  the
(anti)diquark  constituent  [17]), according  to  the   calcula-
tions via QCD sum rules. The mass spectrum and strong
decays  of  the    states  with  S-wave  and  P-wave  are
studied in  the  relativized  quark  model,  and  the   assign-
ment  of    as  a    candidate  cannot  be
excluded  [20,  21].  In  the  flux-tube,  ,  modified  GI
quark,  and  quark  pair  creation  (QPC)  models,  the  state

  is  assigned  as  the  hidden  strange 
tetraquark state [22],   baryonium [23, 24], and 
meson [25, 26], respectively. For further details and liter-
ature, please refer to [3].

εi jkqT
j CΓq′k

CΓ =Cγ5 Cγµγ5

Cγµ Cσµν

εi jkqT
j Cγ5q′k εi jkqT

j Cγµq′k

εi jkqT
j Cγ5qk = 0

εi jkqT
j Cγµqk

qT
j Cγ5qk

Diquarks    in  the color  antitriplet  have five
structures in the Dirac spinor space,  , C,  ,

,  and  , for  the  scalar,  pseudoscalar,  vector,   axi-
alvector, and tensor diquarks, respectively, where i, j, and
k are color indexes. The favored or stable configurations
are  the  scalar    and  axialvector 
diquark states based on the QCD sum rules [31];  for the
diquarks  containing  the  same flavor,  ,  we
give  priority  to  axialvector  diquarks    as  the
basic constituents. However, diquarks   in the col-
or sextet can exist, according to Fermi-Dirac statistics, al-
though the attractive (repulsive) force from the one-gluon
exchange favors (disfavors) the formation of the diquarks
in the color antitriplet (sextet) [32−34].

γ5

Cγ5γ5⊗γµC Cγ5⊗γ5γµC
γα Cγαγα⊗γµC

Cσµν Cσµνγ5

Y(2175)

2.41±0.25GeV
2.34±0.17GeV sss̄s̄

Cγµ⊗γνC−Cγν⊗γµC

In case of negative-parity, the relative P-waves in the
diquarks  can  be  implied  in  the  underlined    for  the

-type  and  -type  currents,  in  the
underlined    for  the  -type  currents  [35],  or
in  the  vector  components  for  the    and    type
diquarks  [36].  In  Refs.  [15, 16],  Chen et  al.  selected the
diquarks both in the color antitriplet and sextet as the ba-
sic constituents  to construct  two vector  currents  to  inter-
polate ;  the P-wave  was  implied  in  the  diquarks.
The mixing effects  between the  two currents  were  taken
into  account,  and  the  lowest  masses  of 
and   were obtained for the vector   tet-
raquark states.  The central  values were larger  than those
of  the  experimental  data.  In  Ref.  [30],  we  chose  the

-type current without introducing an

Y(2175)

sss̄s̄

Y(2175)/ϕ(2170)
γµ⊗γ5γ5

Y(2175)
γ5 Y(2175)

explicit or implicit P-wave to interpolate  . The P-
wave was only implicitly embodied in the non-vanishing
couplings to the vector tetraquark states. The calculations
also  led  to  a  larger  mass  for  the  vector    tetraquark
configuration having an implicit P-wave than the experi-
mental  mass  of  .  In  Ref.  [2],  we  chose
the  -type current in the color octet-octet to inter-
polate  ;  the  P-wave was  implied  in  the   under-
lined  ,  and  the  experimental  mass  of   was  re-
produced.  However,  the  pole  contribution  was  not  large
enough.

↔
∂µ Cγ5⊗γ5C Cγ5⊗

↔
∂µ γ5C

↔
∂µ Cγα⊗

γαC Cγα⊗
↔
∂µ γ

αC
↔
∂µ=

→
∂µ −

←
∂µ

(−)L = − L = 1

Thus, we propose to introduce the explicit P-wave to
study  the  fully-light vector  tetraquark  states  and   con-
struct  the  -type,  -type, 

-type,  and  -type  four-quark vector   cur-
rents, where   [37, 38]. The additional P-wave
in the non-relativistic quark model can alter the parity by
adding a factor  ,  where    is the angular mo-
mentum.

C⊗γµC±Cγµ⊗C Cγ5⊗γ5γµC±
Cγµγ5⊗γ5C Cγµ⊗γνC−Cγν⊗γµC

Cγ5
↔
∂µ γ5C Cγα⊗

↔
∂µ ⊗γαC

Cγµ⊗
↔
∂α ⊗γαC+Cγα⊗

↔
∂α ⊗γµC Cγ5⊗

↔
∂µ ⊗γνC

+Cγν
↔
∂µ γ5C−Cγ5⊗

↔
∂ν ⊗γµC−Cγµ⊗

↔
∂ν ⊗γ5C

Y(2175)/
ϕ(2170) ss̄ Y(4260)

ss̄ss̄ ϕ f0(980)

By comparing Ref. [38] with Ref. [39], we found that
the  masses  of  the  -type, 

-type,  and  -type  vector
hidden-charm tetraquark states are notably different from
the  masses  of  the  -type,  -type,

-type  and, 
-type  vec-

tor  hidden-charm  tetraquark  states.  Thus, 
 could be viewed as an   analogue of   or

as an   state that decays primarily to  .

Y(4220/4260) Y(4320/4360) Y(4390) Y(4660)

sss̄s̄
sqs̄q̄ qqq̄q̄

In  this  study,  we  extend  our  previous  work  on
,  ,  ,  and    re-

ported  in  Ref.  [38].  In  particular,  we  study  the  hidden-
charm  vector  tetraquark  states  with  an  explicit  P-wave
between the diquark and antidiquark using the QCD sum
rules in a systematic way to explore the fully-light  tetra-
quark states. More explicitly, we extend the doubly-heavy
and  doubly-light  quarks  to  the  case  where  the  four
valence  quarks  are  all  light  quarks,  and  study  the  ,

,  and   tetraquark states with an explicit P-wave
via  QCD  sum  rules.  We  also  compare  the  predictions
with the corresponding results without an explicit P-wave
[15, 16, 30].

Dµ

↔
Dµ=

→
∂µ −igsGµ−

←
∂µ −igsGµ

∂µ
↔
∂µ=

→
∂µ −

←
∂µ

Dµ

Gµ

∂µ

Generally  speaking,  we  can  choose  either  the  partial
or covariant derivatives to construct the interpolating cur-
rents.  The  currents  with  covariant  derivative    are
gauge invariant; however, this does not favor interpreting

  as  angular  momentum.  The
currents  with  partial  derivative    are not  gauge   covari-
ant;  however,  this  does  favor  interpreting   as
angular momentum.  Furthermore,  the  covariant   derivat-
ive    leads  to  some  hybrid  components  in  the  hadron
states due to the gluon field  . In this paper, we present
the results  with  both partial  derivatives   and covariant
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Dµderivatives   for completeness.
The  paper  is  organized  as  follows.  In  Section  II,  we

derive the QCD sum rules for the vector tetraquark states
with  explicit P-waves. In  Section  III,  we  report  the   nu-
merical  results  and  discuss  them.  Finally,  in  Section  IV,
we draw conclusions.
 

II.  QCD SUM RULES FOR THE FULLY-LIGHT

VECTOR TETRAQUARK STATES

Πµν(p) Πµναβ(p)
In  the  following,  we  show  the  two-point  correlation

functions   and   in the QCD sum rules:
 

Πµν(p) = i
∫

d4xeip·x⟨0|T
{

Jµ(x)J†ν (0)
}
|0⟩ , (1)

 

Πµναβ(p) = i
∫

d4xeip·x⟨0|T
{

Jµν(x)J†αβ(0)
}
|0⟩ , (2)

Jµ(x) = J1,2,3,4
µ,sss̄s̄/qsq̄s̄/qqq̄q̄(x) J5

µ,qsq̄s̄(x) Jµν(x) =

J6
µν,qsq̄s̄(x)

where  ,  , 
,

 

J1
µ,sss̄s̄(x) =εi jkεimnsT j(x)Cγαsk(x)

↔
∂µ s̄m(x)γαCs̄Tn(x) ,

J2
µ,sss̄s̄(x) =

εi jkεimn

√
2

 sT j(x)Cγµsk(x)
↔
∂α s̄m(x)γαCs̄Tn(x)

+ sT j(x)Cγαsk(x)
↔
∂α s̄m(x)γµCs̄Tn(x)

 ,
J3
µ,sss̄s̄(x) =εi jkεimnsT j(x)Cσαβsk(x)

↔
∂µ s̄m(x)σαβCs̄Tn(x) ,

J4
µ,sss̄s̄(x) =

εi jkεimn

√
2

 sT j(x)Cσµνsk(x)
↔
∂α s̄m(x)σανCs̄Tn(x)

+ sT j(x)Cσανsk(x)
↔
∂α s̄m(x)σµνCs̄Tn(x)

 ,
(3)

 

J1
µ,qsq̄s̄(x) =εi jkεimnqT j(x)Cγαsk(x)

↔
∂µ q̄m(x)γαCs̄Tn(x) ,

J2
µ,qsq̄s̄(x) =

εi jkεimn

√
2

 qT j(x)Cγµsk(x)
↔
∂α q̄m(x)γαCs̄Tn(x)

+qT j(x)Cγαsk(x)
↔
∂α q̄m(x)γµCs̄Tn(x)

 ,
J3
µ,qsq̄s̄(x) =εi jkεimnqT j(x)Cσαβsk(x)

↔
∂µ q̄m(x)σαβCs̄Tn(x) ,

J4
µ,qsq̄s̄(x) =

εi jkεimn

√
2

 qT j(x)Cσµνsk(x)
↔
∂α q̄m(x)σανCs̄Tn(x)

+qT j(x)Cσανsk(x)
↔
∂α q̄m(x)σµνCs̄Tn(x)

 ,
J5
µ,qsq̄s̄(x) =εi jkεimnqT j(x)Cγ5sk(x)

↔
∂µ q̄m(x)γ5Cs̄Tn(x) ,

 

J6
µν,qsq̄s̄(x) =

εi jkεimn

2


qT j(x)Cγ5sk(x)

↔
∂µ q̄m(x)γνCs̄Tn(x)

+qT j(x)Cγνsk(x)
↔
∂µ q̄m(x)γ5Cs̄Tn(x)

−qT j(x)Cγ5sk(x)
↔
∂ν q̄m(x)γµCs̄Tn(x)

−qT j(x)Cγµsk(x)
↔
∂ν q̄m(x)γ5Cs̄Tn(x)

 ,
(4)

 

J1
µ,qqq̄q̄(x) =εi jkεimnqT j(x)Cγαqk(x)

↔
∂µ q̄m(x)γαCq̄Tn(x) ,

J2
µ,qqq̄q̄(x) =

εi jkεimn

√
2

 qT j(x)Cγµqk(x)
↔
∂α q̄m(x)γαCq̄Tn(x)

+qT j(x)Cγαqk(x)
↔
∂α q̄m(x)γµCq̄Tn(x)

 ,
J3
µ,qqq̄q̄(x) =εi jkεimnqT j(x)Cσαβqk(x)

↔
∂µ q̄m(x)σαβCq̄Tn(x) ,

J4
µ,qqq̄q̄(x) =

εi jkεimn

√
2

 qT j(x)Cσµνsk(x)
↔
∂α q̄m(x)σανCq̄Tn(x)

+qT j(x)Cσανqk(x)
↔
∂α q̄m(x)σµνCq̄Tn(x)

 ,
(5)

↔
∂µ=

→
∂µ −

←
∂µ

εi jk sT j(x)Cσµνsk(x) εi jkqT j(x)Cσµνsk(x)
εi jkqT j(x)Cσµνqk(x)

where i, j, k, m,  and n are color indexes; C  is the charge
conjugation  matrix;  and  .  The  tensor  diquark
operators  ,  ,  and

 beyond the axialvector diquark operat-
ors  are  chosen  to  construct  the  four-quark  currents,  as
they also exist, according to Fermi-Dirac statistics.

↔
∂µ→

↔
DµApplying  the  simple  replacement    in  Eqs.

(3)−(5),  the  corresponding  gauge  invariant  currents  are
obtained: 

Jµ(x)→ Jµ(x) |↔
∂→

↔
D
,

Jµν(x)→ Jµν(x) |↔
∂→

↔
D
, (6)

as  already  done  in  Refs.  [40,  41]. In  this  work,  the   cur-
rents  with  both  partial  and  covariant  derivatives  are
chosen to interpolate the vector tetraquark states.

P̂
Ĉ Jµ(x) Jµν(x)

Under  parity  transform    and  charge  conjugation
transform  ,  the  currents    and    have the   fol-
lowing properties: 

P̂Jµ(x)P̂−1 =+ Jµ(x̃) ,

P̂Jµν(x)P̂−1 =− Jµν(x̃) , (7)

 

ĈJµ(x)Ĉ−1 =− Jµ(x) ,

ĈJµν(x)Ĉ−1 =− Jµν(x) , (8)

xµ = (t, x⃗) x̃µ = (t,−x⃗)where   and  .
On the hadron side, we obtain the hadronic represent-

ation by inserting a complete set of intermediate hadron-
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Jµ(x) Jµν(x)
Πµν(p) Πµναβ(p)

ic  states  with  the  same  quantum  numbers  as  the  current
operators    and    into  the  correlation  functions

  and    [42,  43].  The  following  results  are
obtained  by  separating  the  ground  state  contributions  of
the vector tetraquark states: 

Πµν(p) =
λ2

Y

M2
Y − p2

Å
−gµν+

pµpν
p2

ã
+ · · · ,

=ΠY (p2)
Å
−gµν+

pµpν
p2

ã
+ · · · , (9)

 

Πµναβ(p) =
λ2

Y

M2
Y

(
M2

Y − p2
) (p2gµαgνβ− p2gµβgνα

−gµαpνpβ−gνβpµpα+gµβpνpα+gναpµpβ)

+
λ2

Z

M2
Z

(
M2

Z − p2
) (−gµαpνpβ−gνβpµpα

+gµβpνpα+gναpµpβ)+ · · · ,

=Π̃Y (p2)(p2gµαgνβ− p2gµβgνα−gµαpνpβ

−gνβpµpα+gµβpνpα+gναpµpβ)

+Π̃Z(p2)(−gµαpνpβ−gνβpµpα+gµβpνpα

+gναpµpβ) ,
(10)

λY λZwhere the pole residues   and   are defined as 

⟨0|Jµ(0)|Y(p)⟩ =λY εµ ,

⟨0|Jµν(0)|Y(p)⟩ = λY

MY
εµναβ ε

αpβ ,
 

⟨0|Jµν(0)|Z(p)⟩ = λZ

MZ

(
εµpν−ενpµ

)
, (11)

εµ
JPC = 1−−

1+− ΠY (p2)
ΠZ(p2)
Pµναβ

Y Pµναβ
Z

where   denotes  the  polarization  vectors  of  the  vector
and  axialvector  tetraquark  states Y  and Z with 
and  ,  respectively.  Now,  the  components    and

  are  projected  out  by  introducing  the  operators
 and  :

 

ΠY (p2) =p2Π̃Y (p2) = Pµναβ
Y Πµναβ(p) ,

ΠZ(p2) =p2Π̃Z(p2) = Pµναβ
Z Πµναβ(p) , (12)

where
 

Pµναβ
Y =

1
6

Å
gµα− pµpα

p2

ãÅ
gνβ− pνpβ

p2

ã
,

Pµναβ
Z =

1
6

Å
gµα− pµpα

p2

ãÅ
gνβ− pνpβ

p2

ã
− 1

6
gµαgνβ . (13)

ΠY (p2)
JPC = 1−−

In  this  paper,  the  components  are  chosen  to
study  the  fully-light  tetraquark  states  with  ,
thereby  obtaining  the  hadronic  spectral  representation
through the dispersion relation,
 

ΠY (p2) =
1
π

∫ ∞

0

ImΠY (s)
s− p2

. (14)

Jµ(x) =
J1
µ,sss̄s̄(x)

Πµν(p)

On  the  QCD  side,  if  we  take  the  current 
 with partial  derivatives  as  an  example,  the   cor-

relation function   can be expressed as

Πµν(p) =−4iεi jkεimnεi′ j′k′εi′m′n′
∫

d4xeip·x

×


+Tr

{
γαS kk′ (x)γβCS j j′T (x)C

}
∂µ∂νTr

{
γβS n′n(−x)γαCS m′mT (−x)C

}
−∂µTr

{
γαS kk′ (x)γβCS j j′T (x)C

}
∂νTr

{
γβS n′n(−x)γαCS m′mT (−x)C

}
−∂νTr

{
γαS kk′ (x)γβCS j j′T (x)C

}
∂µTr

{
γβS n′n(−x)γαCS m′mT (−x)C

}
+∂µ∂νTr

{
γαS kk′ (x)γβCS j j′T (x)C

}
Tr
{
γβS n′n(−x)γαCS m′mT (−x)C

}

 ,
(15)

S i j(x)after performing the Wick's contractions, where   is the full s-quark propagator [43−45],
 

S i j(x) =
iδi j ̸ x
2π2x4

− δi jms

4π2x2
− δi j⟨s̄s⟩

12
+

iδi j ̸ xms⟨s̄s⟩
48

− δi jx2⟨s̄gsσGs⟩
192

+
iδi jx2 ̸ xms⟨s̄gsσGs⟩

1152

−
igsGa

αβt
a
i j (̸xσαβ+σαβ ̸ x)
32π2x2

− 1
8
⟨s̄ jσ

µνsi⟩σµν+ · · · , (16)

tn =
λn

2
λn

⟨s̄ jσµνsi⟩

and  ;    is  the  Gell-Mann  matrix.  We  retain  the

term  ,  which  originates  from  the  Fierz  re-ar-

⟨si s̄ j⟩

⟨s̄gsσGs⟩

rangement  of  ,  to  absorb  the  gluons  emitted  from
other  quark  lines  to  extract  the  mixed  condensate

 [45]. Then, it is straightforward to carry out the
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d4x d4x→ dDxintegrals   in the coordinate space by setting 
and using the basic integral, 

∫
dDx

eip·x

x2n
= i(−1)n+1 2D−2nπ

D
2 Γ

(
D
2 −n

)
Γ(n)(−p2) D

2 −n
, (17)

Πµν(p)to obtain the correlation function  . Thus, the spec-
tral  representation  at  the  quark-gluon  level  is  obtained
through the dispersion relation, 

ΠY (p2) =
1
π

∫ ∞

0
ds

ImΠY (s)
s− p2

, (18)

ρQCD(s) = ImΠY (s)
π

where  the  QCD  spectral  density  is  obtained  as
, using the formula

 

1
π

Im
Γ(ϵ −α)
(−p2)ϵ−α

=
p2α

n!
, (19)

D = 4+2ϵ α = n−2,  .
δi j∂µ→ δi j∂µ−

igsGa
µ

λa
i j

2

ds

Now, we apply the simple replacement 

  in the  vertexes  in  Eq.  (15)  to  account  for  addi-
tional  terms  originating  from  the  covariant  derivatives.
Thus,  we  obtain  the  corresponding  correlation  function
for the gauge invariant current; the calculation is straight-
forward via the same procedure. The mass of the s-quark
is assumed  to  be  a  small  quantity  and  treated   perturbat-
ively in Eq.  (16),  which requires  the lower bound of  the
integral  to be zero.

ρQCD(s)
s0

Now,  we  obtain  the  analytical  expressions  of  QCD
spectral  densities  .  We  first  apply  the  quark-had-
ron duality below the continuum thresholds   by setting 

1
π

∫ s0

0

ImΠY (s)
s− p2

=

∫ s0

0
ds
ρQCD(s)
s− p2

, (20)

P2 = −p2
and  implement  the  Borel  transform  with  respect  to  the
variable   to obtain the QCD sum rules, 

λ2
Y exp

Å
−M2

Y

T 2

ã
=

∫ s0

0
dsρQCD(s) exp

(
− s

T 2

)
, (21)

ρQCD(s)

⟨q̄q⟩3
q = u

the  explicit  expressions  of  the  spectral  densities 
for the  currents  with  both  partial  and  covariant   derivat-
ives are  all  provided in  the  Appendix.  The vacuum con-
densates   make no contribution owing to the special
structures of the currents, where  , d, or s.

O(αk
s) k ≤ 1

We calculate  the  vacuum  condensates  with   dimen-
sions up to 11 in the operator product expansion, and con-
sider the impact of the vacuum condensates which are va-
cuum expectations of the quark-gluon operators of the or-
ders    with  ,  as  in  previous  works  of  ours

⟨g3
s f abcGaGbGc⟩ ⟨ αs

π
GG⟩2

⟨qgsσGq⟩⟨ αs
π

GG⟩
O(α

3
2
s ) O(α2

s) O(α
3
2
s )

q = u

⟨qq⟩4
g2

s

[45−47].  Vacuum condensates  ,  ,
and   are the vacuum expectations of the
quark-gluon operators of orders  ,  , and  ,
respectively,  where  , d,  or  s;  these  condensates  are
neglected. Direct calculations indicate that these contribu-
tions  are  extremely  small  in  the  QCD sum  rules  for  the
multiquark states [48]. The vacuum condensates   are
accompanied  by  the  strong  coupling  constant  ,  whose
contribution  is  also  extremely  small;  these  condensates
are also neglected for simplicity.

τ =
1

T 2

λY

We  differentiate  Eq.  (21)  with  respect  to  ,
eliminate pole residues  , and obtain QCD sum rules for
the masses of the fully-light vector tetraquark states, 

M2
Y = −

∫ s0

0
ds

d
dτ
ρQCD(s)exp(−τs)∫ s0

0
dsρQCD(s)exp(−τs)

. (22)

 

III.  NUMERICAL RESULTS AND DISCUSSION

⟨q̄q⟩ = −(0.24±0.01GeV)3 ⟨q̄gsσGq⟩ = m2
0⟨q̄q⟩

m2
0 = (0.8±0.1)GeV2 ⟨s̄s⟩ = (0.8±0.1)⟨q̄q⟩ ⟨s̄gsσGs⟩ =

m2
0⟨s̄s⟩ ⟨αsGG

π
⟩ = (0.012±0.004)GeV4

µ = 1GeV MS
ms(µ = 2GeV) = 0.095±0.005GeV

mN
s = 0 (N = 2, 3, 4, ...)

µ = 1GeV

µ = 1GeV

We take the standard values of the vacuum condens-
ates  ,  ,

,  , 

,  and    at  the  energy
scale    [42,  43,  49]  and  choose  the    mass

  from the  Particle  Data
Group  [9].  We  also  choose  the  square,  cube,  and  Nth
powers  of  the  s  quark  mass    and
neglect  the  small  u  and  d  quark  masses.  We  usually
choose  the  energy  scale    for  the  QCD spectral
densities  of  the  fully-light  mesons  and  baryons  [30,  50,
51]  and  evolve  the  s-quark  mass  to  the  energy  scale

 accordingly.

Mc√
s0c

According  to  the  experimental  values  of  mass  gaps
between the ground states and first radial excited states of
the  mesons,  we constrain  the  central  values  of  the  fully-
light  vector  tetraquark  masses    and  continuum
threshold parameters   to the range 

0.50 GeV ≤ √s0c−Mc ≤ 0.60 GeV , (23)

0.55−0.75 GeV

δ
√

s0 = ±0.10

√
s0 =

√
s0c±0.10 GeV = Mc+0.40 ∼ 0.70 GeV

in order to ensure uniformity and reliability of the results.
For  the  conventional  pseudoscalar  and  vector  mesons
with  valence  quarks  s,  c,  and b,  the  mass  gaps  between
the  ground  states  and  the  first  radial  excited  states  are
approximately  ,  according  to  the  Particle
Data Group [9]. We borrow some ideas from the experi-
mental  data  and  add  an  uncertainty    GeV.
Thus, the continuum threshold parameters are approxim-
ately  ;
therefore, the  aforementioned  strict  constraint  is   reason-
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able.
The  pole  contributions  (PC)  are  controlled  to  range

from 35% to  75% to  ensure  pole  dominance  at  the  phe-
nomenological side whenever possible.  Thus, the PC are
defined as 

PC =

∫ s0

0
dsρQCD (s)exp

(
− s

T 2

)
∫ ∞

0
dsρQCD (s)exp

(
− s

T 2

) . (24)

D(n)The contributions of the vacuum condensates   in the
operator product expansion are defined as 

D(n) =

∫ s0

0
dsρn(s)exp

(
− s

T 2

)
∫ s0

0
dsρQCD (s)exp

(
− s

T 2

) , (25)

ρn(s)where the subscript n in the QCD spectral densities 
denotes the dimension of the vacuum condensates: 

ρ3(s) ∝ ⟨q̄q⟩ , ρ4(s) ∝ ⟨αsGG
π
⟩ ,

ρ5(s) ∝ ⟨q̄gsσGq⟩ , ρ6(s) ∝ ⟨q̄q⟩2 ,

ρ7(s) ∝ ⟨q̄q⟩⟨αsGG
π
⟩ , ρ8(s) ∝ ⟨q̄q⟩⟨q̄gsσGq⟩ ,

ρ9(s) ∝ ⟨q̄q⟩3 , ρ10(s) ∝ ⟨q̄gsσGq⟩2 , ⟨q̄q⟩2⟨αsGG
π
⟩ ,

ρ11(s) ∝ ⟨q̄q⟩2⟨q̄gsσGq⟩ , (26)

q = u D(11) ∼ 0%where  , d, or s. We require the criterion 
to assess the convergent behaviors. Thus, we obtain suit-
able Borel parameters and continuum threshold paramet-
ers  via  trial  and  error. Table  1  shows the  numerical   res-
ults for the fully-light vector tetraquark states in the case
of partial derivatives.

Y1/3
sss̄s̄ Y1/3/5

qsq̄s̄ Y1/3
qqq̄q̄

Y2
sss̄s̄ Y2

qsq̄s̄ Y2
qqq̄q̄ Y4

sss̄s̄ Y4/6
qsq̄s̄

Y4
qqq̄q̄

According  to  the  analytical  expressions  of  the  QCD
spectral  densities  shown  in  the  Appendix,  the  currents
with partial and covariant derivatives make no difference
on the tetraquark states  ,   and  . By contrast,
for the tetraquark states  ,  ,  ,  ,  , and

,  the  currents  with  covariant  derivatives  lead  to
slightly different  masses or  pole residues compared with
the  corresponding  ones  with  partial  derivatives.  All  the
numerical  results  for  covariant  derivatives  are  presented
in Table 2.

D(0) D(3) D(6) D(8) D(10)

D(0) D(8)

D(11) ∼ 0%

D(0)
D(0)

D(8)

D(8)

In the calculations, taking the currents with partial de-
rivatives as an example, we observe that the perturbative
terms  ,  ,  ,  ,  and  constitute  the
most significant contributions, as shown in Fig. 1. In gen-
eral,  although  the  contributions  vary  (remarkably)  with
the  vacuum  condensates  of  increasing  dimensions,  the
contributions   or   serve as milestones. The high-
er dimensional vacuum condensates play a less important
(or decreasing) role, and  . More explicitly, for
the curves C, D, G, H, M, and N, the dominant contribu-
tions come from  . For the curves A, B, F, and J, the
largest  contributions  come  from  ;  the  contributions
from    are also  significant;  the  higher  vacuum   con-
densate  contributions  decrease  quickly  to  zero.  For  the
curves E, I, K, and L, the largest contributions come from

; the  higher  vacuum  condensate  contributions   de-

 

Table 1.    Borel parameters, continuum threshold parameters, pole contributions, masses, and pole residues of the P-wave fully-light
vector tetraquark states (partial derivatives).

Y T 2/GeV2 √
s0 /GeV pole(%) M/GeV λ/GeV6

Y1
sss̄s̄ 1.30−1.60 2.75±0.10 (37−70) 2.16±0.14 (2.67±0.50)×10−2

Y2
sss̄s̄ 1.45−1.75 2.95±0.10 (35−66) 2.35±0.17 3.67±0.89)×10−2(

Y3
sss̄s̄ 1.75−2.15 3.50±0.10 (42−71) 2.98±0.10 (2.86±0.43)×10−1

Y4
sss̄s̄ 1.80−2.20 3.65±0.10 (46−74) 3.13±0.11 (1.58±0.22)×10−1

Y1
qsq̄s̄ 1.25−1.55 2.65±0.10 (38−71) 2.06±0.13 (1.19±0.23)×10−2

Y2
qsq̄s̄ 1.40−1.70 2.85±0.10 (35−67) 2.24±0.17 (1.90±0.46)×10−2

Y3
qsq̄s̄ 1.70−2.10 3.40±0.10 (41−71) 2.87±0.10 (1.24±0.19)×10−1

Y4
qsq̄s̄ 1.75−2.15 3.55±0.10 (46−75) 3.00±0.11 (6.77±1.01)×10−2

Y5
qsq̄s̄ 1.30−1.70 2.60±0.10 (37−73) 2.05±0.10 (5.79±0.64)×10−3

Y6
qsq̄s̄ 2.50−3.40 4.05±0.10 (44−74) 3.52±0.11 (3.89±0.85)×10−2

Y1
qqq̄q̄ 1.20−1.50 2.55±0.10 (39−72) 1.98±0.11 (2.15±0.33)×10−2

Y2
qqq̄q̄ 1.35−1.65 2.75±0.10 (36−68) 2.13±0.16 (2.84±0.58)×10−2

Y3
qqq̄q̄ 1.65−2.05 3.30±0.10 (40−71) 2.77±0.11 (2.18±0.33)×10−1

Y4
qqq̄q̄ 1.70−2.10 3.45±0.10 (46−75) 2.89±0.10 (1.21±0.17)×10−1
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crease quickly to zero. All  in all,  for the curves A, B, C,
D, F, G, H, J, M, and N,  the operator product expansion
converges well; for the curves E, I, K, and L, the operator

product expansion converges.
It  is  straightforward  to  obtain  the  masses  and  pole

residues of the vector tetraquark states, which are listed in

 

Table 2.    Borel parameters, continuum threshold parameters, pole contributions, masses, and pole residues of the P-wave fully-light
vector tetraquark states (covariant derivatives).

Y T 2/GeV2 √
s0 /GeV pole(%) M/GeV λ/GeV6

Y1
sss̄s̄ 1.30−1.60 2.75±0.10 (37−70) 2.16±0.14 (2.67±0.50)×10−2

Y2
sss̄s̄ 1.45−1.75 2.95±0.10 (35−65) 2.35±0.17 3.64±0.83)×10−2(

Y3
sss̄s̄ 1.75−2.15 3.50±0.10 (42−71) 2.98±0.10 (2.86±0.43)×10−1

Y4
sss̄s̄ 1.80−2.20 3.65±0.10 (45−73) 3.16±0.10 (1.60±0.22)×10−1

Y1
qsq̄s̄ 1.25−1.55 2.65±0.10 (38−71) 2.06±0.13 (1.19±0.23)×10−2

Y2
qsq̄s̄ 1.40−1.70 2.85±0.10 (35−67) 2.24±0.17 (1.88±0.38)×10−2

Y3
qsq̄s̄ 1.70−2.10 3.40±0.10 (41−71) 2.87±0.10 (1.24±0.19)×10−1

Y4
qsq̄s̄ 1.75−2.15 3.55±0.10 (45−74) 3.02±0.11 (6.89±0.95)×10−2

Y5
qsq̄s̄ 1.30−1.70 2.60±0.10 (37−73) 2.05±0.10 (5.79±0.64)×10−3

Y6
qsq̄s̄ 2.50−3.40 4.05±0.10 (44−74) 3.54±0.09 (3.93±0.74)×10−2

Y1
qqq̄q̄ 1.20−1.50 2.55±0.10 (39−72) 1.98±0.11 (2.15±0.33)×10−2

Y2
qqq̄q̄ 1.35−1.65 2.75±0.10 (35−67) 2.13±0.16 (2.78±0.51)×10−2

Y3
qqq̄q̄ 1.65−2.05 3.30±0.10 (40−71) 2.77±0.11 (2.18±0.33)×10−1

Y4
qqq̄q̄ 1.70−2.10 3.45±0.10 (45−75) 2.90±0.10 (1.21±0.16)×10−1

 

sss̄s̄ qsq̄s̄ Y1
sss̄s̄ Y2

sss̄s̄

Y3
sss̄s̄ Y4

sss̄s̄ Y1
qsq̄s̄ Y2

qsq̄s̄ Y3
qsq̄s̄ Y4

qsq̄s̄ Y5
qsq̄s̄ Y6

qsq̄s̄ Y1
qqq̄q̄ Y2

qqq̄q̄ Y3
qqq̄q̄

Y4
qqq̄q̄

Fig. 1.    (color online) Absolute contributions of the vacuum condensates of dimension n for the central values of the input parameters
for  the   and   P-wave  (with  partial  derivatives)  fully-light  vector  tetraquark  states,  where A, B, C,  and D denote  ,  ,

, and  ; E, F, G, H, I, and J denote  ,  ,  ,  ,  , and  ; and K, L, M, and N denote  ,  ,  , and
, respectively.
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Tables  1−2;  the  uncertainties  δ  are  calculated  with  the
formula 

δ =

Ã∑
i

Å
∂ f
∂xi

ã2

|xi=x̄i (xi− x̄i)2 , (27)

MY

λY xi ms ⟨q̄q⟩
⟨s̄s⟩ · · · ∂ f

∂xiÄ
∂ f
∂xi

ä2
(xi− x̄i)2 ≈

[
f (x̄i±δxi)− f (x̄i)

]2

where  f  denotes  the  tetraquark  masses    and  pole
residues  ;   denote  all  the  input  parameters  ,  ,

,  .  Given  that  the  partial  derivatives    are  diffi-
cult  to  obtain  analytically,  we  use  the  approximation

.

√
s0 = 2.75±0.10GeV

T 2 = (1.3−1.6)GeV2

(37%−70%)
Y1

sss̄s̄

M = 2.16±0.14GeV
MY = 2.175±0.010±

0.015GeV Y(2175)/ϕ(2170)
Y(2175)/ϕ(2170) sss̄s̄

Note in  the  calculations  that  if  we  choose  the   con-
tinuum  threshold  parameter    and
Borel  parameter  , then the pole  con-
tribution is approximately   for the vector tet-
raquark  state  ,  and  the  predicted  mass  is

, as shown in Tables 1−2. This value
matches  the  experimental  one, 

, for   [1], and supports assign-
ing   as a vector   tetraquark state.

(35%−75%)

sss̄s̄ qqq̄q̄

In this  paper,  the  pole  contributions  are   approxim-
ately    consistently.  This  is  the  largest  pole
contributions  to  date,  as  reported  in  a  previous  work  of
ours  [30],  where  the  S-wave  diquark-antidiquark  type

 and    states  were  explored  using  the  QCD sum

D(n)
D(n)

s0→∞

2.41±
0.25GeV 2.34±0.17GeV

sss̄s̄
2.16±0.14GeV

JPC

rules.  In  these  rules,  we  extract  the  masses  in  the  Borel
windows,  which  depend  on  the  pole  contributions  and
convergent  behaviors  of  the  operator  product  expansion.
Thus, the predicted masses change with variations of the
Borel windows. There are two choices when it  comes to
defining  the  contributions  of  the  vacuum  condensates

.  The definition in  Eq.  (25)  is  chosen in  the  present
work  and  Refs.  [15, 16, 30],  while  in  Ref.  [17],    is
defined by setting  . It was expected that the exist-
ing  predictions  were  compatible  or  slightly  different.  In
Refs.  [15,  16],  Chen  et  al.  obtained  masses  of 

  and    for  the  two  lowest  vector
tetraquark states  . The central values were larger than
those of  the present  calculation  . Further-
more,  note  that  the  interpolating  currents  have  the  same
quantum numbers   but different structures, which cor-
respond  to  several  tetraquark  states  or  a  tetraquark  state
with several  Fock  components.  Therefore,  different   pre-
dictions were expected.

Y2
qsq̄s̄

Y2
sss̄s̄ M = 2.24±0.17GeV

2.35±0.17GeV
X(2240) X(2400)

(2.20−2.40)GeV
X(2240) X(2400) qsq̄s̄

sss̄s̄ Cγµ⊗

Another  noteworthy  point  is  that  the  masses  of 
and  ,  shown  in Tables  1−2,  are 
and  , respectively,  which  fit  the   experi-
mentally  observed  states    and    with
masses in the range   [7, 8, 10, 11].  It  is
possible that   and   correspond to the 
and    states,  respectively,  with  structure 

 

T 2 Y1
sss̄s̄ Y2

sss̄s̄ Y3
sss̄s̄ Y4

sss̄s̄Fig. 2.    (color online) Masses with variations of the Borel parameters  , where A, B, C, and D denote the  ,  ,  , and 
P-wave (with partial derivatives) fully-light vector tetraquark states, respectively.
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↔
∂α ⊗γαC+Cγα⊗

↔
∂α ⊗γµ Cγµ⊗

↔
Dα ⊗γαC+Cγα⊗

↔
Dα ⊗γµ

X(2240) K+K−

Y2
qsq̄s̄→ K+K−

Y2
sss̄s̄→ ΛΛ̄

ss̄ uū dd̄

Y2
sss̄s̄→ϕ f0(980) ϕη′

X(2400)

 or  .
The  assignments  are  consistent  with  the  observation  of

 in the   invariant mass spectrum [7], as the
decay   can occur through the Okubo-Zweig-
Iizuka  super-allowed  fall-apart  mechanism.  Meanwhile,
the  decay    can  occur  through  annihilation  of
an   pair and creation of a   pair and a   pair, which
is not Okubo-Zweig-Iizuka favored. Thus, we can search
for  the  two-body  strong  decays  ,    to
diagnose the nature of  .

MX = 3.08±
0.11GeV

In a previous work of ours [30], the predicted mass of
the  vector  tetraquark  state  without  an  explicit  P-wave
between  the  diquark  and  antidiquark  pair, 

, was much larger than the experimental value of

Y(2175)/ϕ(2170)
Y(2175)/ϕ(2170)

(37%−70%)

the mass of  .  This is  not  consistent  with
assigning   as a hidden-strange partner of
the Y states without an explicit P-wave. Most of the vec-
tor  tetraquark  states  with  an  explicit P-wave  have  lower
masses  than  the  corresponding  vector  tetraquark  states
with  an  implicit  P-wave  studied  previously  [30],  as
shown in Tables 1−2.  If  we allow the pole contributions

  to  take  smaller  values,  we  can  obtain  even
smaller masses than those presented in Tables 1−2; this is
the case of the values obtained in Refs. [2, 51].

The predicted masses are stable with variations of the
Borel parameters,  as shown in Figs. 2−4 for the currents
with  partial  derivatives  as  an example.  The uncertainties
come  from  the  fact  that  the  Borel  parameters  are  small,
but the predictions are robust.  Furthermore, according to

 

T 2 Y1
qsq̄s̄ Y2

qsq̄s̄ Y3
qsq̄s̄

Y4
sss̄s̄ Y5

qsq̄s̄ Y6
qsq̄s̄

Fig.  3.      (color  online)  Masses with variations of  the Borel  parameters  ,  where E, F, G, H, I, and J denote the  ,  ,  ,
, , and   P-wave (with partial derivatives) fully-light vector tetraquark states, respectively.
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Tables 1−2, it is clear that the currents with both covari-
ant and partial derivatives present only small differences.
We prefer  covariant  derivatives  when  it  comes  to   con-
structing the interpolating currents if  gauge invariance is
emphasized. If only final numerical results are concerned,
either  covariant  derivatives  or  partial  derivatives  can  be
chosen.

Jα

J′α = UJα

sss̄s̄

J1
µ,sss̄s̄ J2

µ,sss̄s̄ J3
µ,sss̄s̄ J4

µ,sss̄s̄

θ12 θ34

Given  that  the  currents   with same  quantum num-
bers could mix with each other under renormalization, we
introduce  the  mixing  matrixes U  to  obtain  the  diagonal
currents,  ,  which  couple  potentially  to  (more)
physical  states,  as  the  physical  states  have  several  Fock
components.  The  matrixes U  can be  determined  by   dir-
ectly calculating  anomalous  dimensions  of  all  the   cur-
rents. It is difficult to obtain a diagonal current, because it
is a special superposition of several non-trial currents that
match with all the considerable Fock states. For the vec-
tor  tetraquark  state  ,  if  we  want  to  obtain  a  more
physical state, we have to account for the mixing effects
of currents  ,  ,  , and   at least, and in-
troduce three mixing angles, namely θ,  , and  , 

Jµ,sss̄s̄ =cosθ
(
cosθ12J1

µ,sss̄s̄+ sinθ12J2
µ,sss̄s̄

)
+ sinθ

(
cosθ34J3

µ,sss̄s̄+ sinθ34J4
µ,sss̄s̄

)
, (28)

J1
µ,sss̄s̄ J2

µ,sss̄s̄ J3
µ,sss̄s̄ J4

µ,sss̄s̄Currents  ,  ,  ,  and    may  potentially

Y(2175)/ϕ(2170) X(2240) X(2400)

Y(2175)/ϕ(2170) X(2240)

sss̄s̄ qsq̄s̄
J1
µ,sss̄s̄ J2

µ,qsq̄s̄

couple  to  four  different  tetraquark  states  or  a  tetraquark
state with  four  different  Fock  components.  Without   fur-
ther  exploring  the  mixing  effects  and  strong  decays  in
combination  with  precise  experimental  data,  we  cannot
assign  ,  ,  and  in a rigor-
ous  manner.  At  the  present  time,  we  just  assign  those
exotic states tentatively and approximately. According to
BESIII and BaBar data,   and   are
two different states [7, 10], and their valence quark con-
stituents  are  favored  to  be    and  ,  respectively.
The mixing effects between currents   and   are
expected  to  be  small;  thus,  the  proposed  assignments
make sense. We expect that these vector tetraquark states
can be experimentally  verified in  the future  and the pre-
dictions  can  be  confronted  with  experimental  data  from
BESIII, LHCb, Belle II, etc. 

IV.  CONCLUSION

sss̄s̄
M = 2.16±0.14GeV

In  this  study,  we  construct  fully-light  vector/tensor
four-quark  currents  and  introduce  an  explicit  P-wave
between  the  diquark  and  antidiquark  pairs.  We  analyze
the contributions of the vacuum condensates up to dimen-
sion 11 in the operator product expansion and obtain the
QCD sum  rules  for  the  masses  and  pole  residues  of  the
vector  tetraquark  states.  For  one  of  the    structures,
the predicted mass   is in great agree-

 

T 2 Y1
qqq̄q̄ Y2

qqq̄q̄ Y3
qqq̄q̄ Y4

qqq̄q̄Fig. 4.    (color online) Masses with variations of the Borel parameters  , where K, L, M, and N denote the  ,  ,   and 
P-wave (with partial derivatives) fully-light vector tetraquark states, respectively.
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Y(2175)/ϕ(2170)

Y(2175)/ϕ(2170) Cγα⊗
↔
∂µ ⊗γαC

Cγα⊗
↔
Dµ ⊗γαC

Cγµ⊗
↔
∂α ⊗γαC+

Cγα⊗
↔
∂α ⊗γµ Cγµ⊗

↔
Dα ⊗γαC+Cγα⊗

↔
Dα ⊗γµ

qsq̄s̄ sss̄s̄
X(2240)

X(2400) 2.20
2.40 GeV

ment  with  the  experimental  value  of 
from the  BaBar/BESIII/Belle  collaborations,  which   sup-
ports  assigning    as  the  -
type  (or  -type)  fully-strange vector   tetra-
quark state with an explicit P-wave. The 

  (or  )  type
 and   vector tetraquark states have masses com-

patible  with  the  experimental  values  of    and
,  respectively,  in  the  region  from    to
  from  the  BaBar/BESIII  collaborations.  All  in

all, we predict that the central values of the masses of the

sss̄s̄
2.16−3.13GeV 2.16−3.16GeV

sqs̄q̄
qqq̄q̄

vector    tetraquark  states  with  an  explicit P-wave  lie
at  the  region    (or  ).  We
also  obtain  masses  and  pole  residues  of  the    and

 vector tetraquark states and expect that these fully-
light vector  tetraquark  states  can  be  observed  in  the   fu-
ture. 

APPENDIX

The analytical expressions of the QCD spectral dens-
ities for the P-wave fully-light vector tetraquark states in
the case of the partial derivatives are as follows:

ρ1
sss̄s̄(s) =

31s5

806400π6
+

s3 ms⟨s̄s⟩
40π4

+
s3

768π4
⟨αsGG

π
⟩− 25s2 ms⟨s̄gsσGs⟩

576π4
+

sms⟨s̄s⟩
9π2

⟨αsGG
π
⟩

+
7s⟨s̄s⟩⟨s̄gsσGs⟩

9π2
− 7⟨s̄s⟩2

18
⟨αsGG

π
⟩− 5⟨s̄gsσGs⟩2

12π2
− 142ms⟨s̄s⟩2⟨s̄gsσGs⟩

27
δ(s) , (A1)

 

ρ2
sss̄s̄(s) =

s5

23040π6
+

s3 ms⟨s̄s⟩
24π4

+
49s3

92160π4
⟨αsGG

π
⟩− 109s2 ms⟨s̄gsσGs⟩

1152π4
− s2⟨s̄s⟩2

9π2
+

sms⟨s̄s⟩
1728π2

⟨αsGG
π
⟩

+
17s⟨s̄s⟩⟨s̄gsσGs⟩

18π2
− ⟨s̄s⟩2

9
⟨αsGG

π
⟩− 13⟨s̄gsσGs⟩2

48π2
− 25ms⟨s̄s⟩2⟨s̄gsσGs⟩

9
δ(s) , (A2)

 

ρ3
sss̄s̄(s) =

53s5

201600π6
+

3s3 ms⟨s̄s⟩
10π4

+
s3

192π4
⟨αsGG

π
⟩− 35s2 ms⟨s̄gsσGs⟩

288π4
− sms⟨s̄s⟩

54π2
⟨αsGG

π
⟩− 128ms⟨s̄s⟩2⟨s̄gsσGs⟩

3
δ(s) ,

(A3)

 

ρ4
sss̄s̄(s) =

s5

20160π6
+

3s3 ms⟨s̄s⟩
40π4

+
s3

23040π4
⟨αsGG

π
⟩− 5s2 ms⟨s̄gsσGs⟩

128π4
+

19sms⟨s̄s⟩
864π2

⟨αsGG
π
⟩+ s⟨s̄s⟩⟨s̄gsσGs⟩

3π2

− ⟨s̄s⟩2
2
⟨αsGG

π
⟩− ⟨s̄gsσGs⟩2

2π2
− 146ms⟨s̄s⟩2⟨s̄gsσGs⟩

9
δ(s) , (A4)

 

ρ1
qsq̄s̄(s) =

31s5

3225600π6
+

s3 ms(5⟨s̄s⟩−2⟨q̄q⟩)
960π4

+
s3

3072π4
⟨αsGG

π
⟩

− s2 ms(18⟨q̄gsσGq⟩+7⟨s̄gsσGs⟩)
4608π4

+
sms(13⟨q̄q⟩+11⟨s̄s⟩)

1728π2
⟨αsGG

π
⟩

+
7s(⟨s̄s⟩⟨q̄gsσGq⟩+ ⟨q̄q⟩⟨s̄gsσGs⟩)

72π2
− 7⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩

72
⟨αsGG

π
⟩− 5⟨q̄gsσGq⟩⟨s̄gsσGs⟩

48π2

− ms(48⟨q̄q⟩2⟨s̄gsσGs⟩−12⟨s̄s⟩2⟨q̄gsσGq⟩+48⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩⟨q̄gsσGq⟩−13⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩⟨s̄gsσGs⟩)
108

δ(s) ,
(A5)

 

ρ2
qsq̄s̄(s) =

s5

92160π6
+

s3 ms(3⟨s̄s⟩− ⟨q̄q⟩)
384π4

+
49s3

368640π4
⟨αsGG

π
⟩

− s2 ms(41⟨q̄gqσGs⟩+68⟨s̄gsσGs⟩)
9216π4

− s2⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩
36π2

+
sms(10⟨q̄q⟩−9⟨s̄s⟩)

13824π2
⟨αsGG

π
⟩

+
17s(⟨s̄s⟩⟨q̄gsσGq⟩+ ⟨q̄q⟩⟨s̄gsσGs⟩)

144π2
− ⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩

36
⟨αsGG

π
⟩− 13⟨q̄gsσGq⟩⟨s̄gsσGs⟩

192π2

− ms(24⟨q̄q⟩2⟨s̄gsσGs⟩−10⟨s̄s⟩2⟨q̄gsσGq⟩+24⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩⟨q̄gsσGq⟩−13⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩⟨s̄gsσGs⟩)
72

δ(s) ,
(A6)
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ρ3
qsq̄s̄(s) =

53s5

806400π6
+

3s3 ms⟨s̄s⟩
80π4

+
s3

768π4
⟨αsGG

π
⟩− 35s2 ms⟨s̄gsσGs⟩

2304π4

− sms⟨s̄s⟩
432π2

⟨αsGG
π
⟩− 8ms(⟨q̄q⟩2⟨s̄gsσGs⟩+ ⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩⟨q̄gsσGq⟩)

3
δ(s) , (A7)

 

ρ4
qsq̄s̄(s) =

s5

80640π6
+

s3 ms(2⟨q̄q⟩+7⟨s̄s⟩)
960π4

+
s3

92160π4
⟨αsGG

π
⟩− 5s2 ms⟨s̄gsσGs⟩

1024π4

+
sms(11⟨q̄q⟩+27⟨s̄s⟩)

13824π2
⟨αsGG

π
⟩+ s(⟨s̄s⟩⟨q̄gsσGq⟩+ ⟨q̄q⟩⟨s̄gsσGs⟩)

24π2

− ⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩
8

⟨αsGG
π
⟩− ⟨q̄gsσGq⟩⟨s̄gsσGs⟩

8π2

− ms(192⟨q̄q⟩2⟨s̄gsσGs⟩+22⟨s̄s⟩2⟨q̄gsσGq⟩+192⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩⟨q̄gsσGq⟩+32⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩⟨s̄gsσGs⟩)
216

δ(s) ,
(A8)

 

ρ5
qsq̄s̄(s) =

s5

691600π6
+

s3 ms(2⟨q̄q⟩+ ⟨s̄s⟩)
960π4

+
s3

46080π4
⟨αsGG

π
⟩− 7s2 ms⟨s̄gsσGs⟩

18432π4

+
sms(8⟨q̄q⟩+3⟨s̄s⟩)

6912π2
⟨αsGG

π
⟩+ s(⟨s̄s⟩⟨q̄gsσGq⟩+ ⟨q̄q⟩⟨s̄gsσGs⟩)

24π2

− 29⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩
576

⟨αsGG
π
⟩− ⟨q̄gsσGq⟩⟨s̄gsσGs⟩

16π2

− ms(24⟨q̄q⟩2⟨s̄gsσGs⟩−12⟨s̄s⟩2⟨q̄gsσGq⟩+24⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩⟨q̄gsσGq⟩−13⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩⟨s̄gsσGs⟩)
216

δ(s) ,
(A9)

 

ρ6
qsq̄s̄(s) =

19s5

38707200π6
+

s3 ms(9⟨s̄s⟩−5⟨q̄q⟩)
11520π4

+
7s3

221184π4
⟨αsGG

π
⟩− s2 ms(467⟨q̄gsσGq⟩−230⟨s̄gsσGs⟩)

110592π4

+
5s2⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩

216π2
− sms(227⟨q̄q⟩−20⟨s̄s⟩)

41472π2
⟨αsGG

π
⟩

− s(⟨q̄q⟩⟨q̄gsσGq⟩+ ⟨s̄s⟩⟨s̄gsσGs⟩+353⟨s̄s⟩⟨q̄gsσGq⟩+353⟨q̄q⟩⟨s̄gsσGs⟩)
5184π2

+
⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩

24
⟨αsGG

π
⟩− (⟨q̄gsσGq⟩2+ ⟨s̄gsσGs⟩2−82⟨q̄gsσGq⟩⟨s̄gsσGs⟩)

1536π2

+
ms(48⟨q̄q⟩2⟨s̄gsσGs⟩−17⟨s̄s⟩2⟨q̄gsσGq⟩+47⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩⟨q̄gsσGq⟩−25⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩⟨s̄gsσGs⟩)

216
δ(s) ,

(A10)

 

ρ1
qqq̄q̄(s) =

31s5

806400π6
+

s3

768π4
⟨αsGG

π
⟩+ 7s⟨q̄q⟩⟨q̄gsσGq⟩

9π2
− 7⟨q̄q⟩2

18
⟨αsGG

π
⟩− 5⟨q̄gsσGq⟩2

12π2
, (A11)

 

ρ2
qqq̄q̄(s) =

s5

23040π6
+

49s3

92160π4
⟨αsGG

π
⟩− s2⟨q̄q⟩2

9π2
+

17s⟨q̄q⟩⟨q̄gsσGq⟩
18π2

− ⟨q̄q⟩2
9
⟨αsGG

π
⟩− 13⟨q̄gsσGq⟩2

48π2
, (A12)

 

ρ3
qqq̄q̄(s) =

53s5

201600π6
+

s3

192π4
⟨αsGG

π
⟩ , (A13)

 

ρ4
qqq̄q̄(s) =

s5

20160π6
+

s3

23040π4
⟨αsGG

π
⟩+ s⟨q̄q⟩⟨q̄gsσGq⟩

3π2
− ⟨q̄q⟩2

2
⟨αsGG

π
⟩− ⟨q̄gsσGq⟩2

2π2
. (A14)

With simple replacements
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ρ1/2/3/4
sss̄s̄ (s)→ ρ1/2/3/4

sss̄s̄ (s)+ ρ̃1/2/3/4
sss̄s̄ (s) ,

ρ1/2/3/4/5/6
qsq̄s̄ (s)→ ρ1/2/3/4/5/6

qsq̄s̄ (s)+ ρ̃1/2/3/4/5/6
qsq̄s̄ (s) ,

ρ1/2/3/4
qqq̄q̄ (s)→ ρ1/2/3/4

qqq̄q̄ (s)+ ρ̃1/2/3/4
qqq̄q̄ (s) , (A15)

we  obtain  the  corresponding  QCD  spectral  densities  for
the  currents  with  covariant  derivatives,  with  additional
terms 

ρ̃1
sss̄s̄(s) = 0 , (A16)

 

ρ̃2
sss̄s̄(s) = − 77s3

184320π4
⟨αsGG

π
⟩+ 253sms⟨s̄s⟩

6912π2
⟨αsGG

π
⟩

− 11⟨s̄s⟩2
96

⟨αsGG
π
⟩ ,

(A17)

 

ρ̃3
sss̄s̄(s) = 0 , (A18)

 

ρ̃4
sss̄s̄(s) = − 51s3

61440π4
⟨αsGG

π
⟩+ 7s2 ms⟨s̄gsσGs⟩

2304π4

+
719sms⟨s̄s⟩

6912π2
⟨αsGG

π
⟩

+
5s⟨s̄s⟩⟨s̄gsσGs⟩

864π2
− ⟨s̄gsσGs⟩2

384π2

− ms⟨s̄s⟩2⟨s̄gsσGs⟩
108

δ(s) ,

(A19)

 

ρ̃1
qsq̄s̄(s) = 0 , (A20)

 

ρ̃2
qsq̄s̄(s) = − 77s3

737280π4
⟨αsGG

π
⟩

+
77sms(2⟨q̄q⟩− ⟨s̄s⟩)

13824π2
⟨αsGG

π
⟩

− 11⟨s̄s⟩2
384

⟨αsGG
π
⟩ , (A21)

 

ρ̃3
qsq̄s̄(s) = 0 , (A22)

 

ρ̃4
qsq̄s̄(s) = − 51s3

245760π4
⟨αsGG

π
⟩

+
sms(⟨q̄q⟩−153⟨s̄s⟩)

13824π2
⟨αsGG

π
⟩

+
5s⟨q̄q⟩⟨s̄gsσGs⟩

3456π2

− ⟨q̄gqσGs⟩⟨s̄gsσGs⟩
1536π2

− ms⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩⟨s̄gsσGs⟩
864

δ(s) , (A23)

 

ρ̃5
qsq̄s̄(s) = 0 , (A24)

ρ̃6
qsq̄s̄(s) =

7s3

2211840π4
⟨αsGG

π
⟩+ 7s2 ms⟨q̄gsσGq⟩

36864π4
− sms(7⟨q̄q⟩−4⟨s̄s⟩)

20736π2
⟨αsGG

π
⟩

− (5⟨s̄s⟩⟨q̄gsσGq⟩+5⟨q̄q⟩⟨s̄gsσGs⟩)
3456π2

+
7⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩

6912
⟨αsGG

π
⟩+ ⟨q̄gsσGq⟩⟨s̄gsσGs⟩

768π2

+
ms(2⟨q̄q⟩2⟨s̄gsσGs⟩− ⟨s̄s⟩2⟨q̄gsσGq⟩+2⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩⟨q̄gsσGq⟩− ⟨q̄q⟩⟨s̄s⟩⟨s̄gsσGs⟩)

2592
δ(s) ,

(A25)

 

ρ̃1
qqq̄q̄(s) = 0 , (A26)

 

ρ̃2
qqq̄q̄(s) = − 77s3

184320π4
⟨αsGG

π
⟩− 11⟨q̄q⟩2

96
⟨αsGG

π
⟩ ,

(A27)

 

ρ̃3
qqq̄q̄(s) = 0 , (A28)

 

ρ̃4
qqq̄q̄(s) = − 51s3

61440π4
⟨αsGG

π
⟩+ 5s⟨q̄q⟩⟨q̄gsσGq⟩

864π2

− ⟨q̄gsσGq⟩2
384π2

.

(A29)
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