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Abstract: In this work, we develop a general perturbative procedure to determine the off-equatorial plane deflec-
tions in the weak deflection limit in general stationary and axisymmetric spacetimes, enabling the existence of the
generalized Carter constant. Deflections of both null and timelike rays, with the finite distance effect of the source
and  detector  considered,  are  obtained  as  dual  series  of    and  .  These  deflections  enable  a  set  of  exact
gravitational lensing equations from which the apparent angular positions of the images are solved. The method and
general  results  are then applied to the Kerr-Newmann, Kerr-Sen,  and rotating Simpson-Visser spacetimes to study
the effect of the spin and characteristic (effective) charge of the spacetimes and the source altitude on the deflection
angles and image apparent angles. We find that, generally, both the spacetime spin and charge affect only the deflec-
tions from the second non-trivial order, whereas the source altitude influences the deflection from the leading order.
Because of this, measuring the effects of the spacetime spin and charge from the apparent locations of the images in
gravitational lensing in realistic scenarios is  difficult.  We also present the off-equatorial  deflections in the rotating
Bardeen, Hayward, Ghosh, and Tinchev black hole spacetimes.
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I.  INTRODUCTION

The deflection  of  light  rays  in  gravity  has  been   ex-
tensively studied from the early stage of General Relativ-
ity  [1,  2]. Today,  gravitational  lensing  (GL)  has   de-
veloped into an effective tool in astronomy, ranging from
measuring  the  mass  of  galaxies  or  their  clusters  [3],
studying distributions of dark matter [4], investigating the
properties of supernovas [5], to testing alternative gravit-
ational theories [6, 7].

The  simplest  scenario  of  signal  deflection  and GL is
that  of  light  rays  in  static  and  spherically  symmetric
(SSS) spacetimes or  in the equatorial  plane of  stationary
and axisymmetric  (SAS)  spacetimes  in  the  weak  deflec-
tion limit  (WDL).  With  the  rapid  development  of   astro-
particle physics [8, 9],  gravitational wave detection [10],
and black hole (BH) imaging [11, 12], significant efforts
have been devoted to the extension of the deflection and
GL of timelike signals [13−18], with finite source and de-
tector  distance  [19],  and  in  the  strong  deflection  limit
[20−22]. Different analytical methods have also been de-

veloped, including perturbative methods [22−25] and the
more  recent  Gauss-Bonnet  theorem-based  methods
[16−18, 26].

However,  extension  to  the  non-equatorial  deflection
and  GL  in  SAS  spacetime  is  still  rare  (essentially  non-
equatorial motion does not  occur  in  SSS spacetime),  ex-
cept  in  Kerr  [27−33]  and  Kerr-Newmann  (KN)  [34,  35]
spacetime. Owing to the complexity of the motion equa-
tions  for  off-equatorial  trajectories,  only  a  few  works
have  studied  deflection  and  GL  in  the  quasi-equatorial
motion  of  null  rays  [36,  37]  or  they  have  been  studied
only  numerically  in  the  general  non-equatorial  case  [38,
39] in other spacetimes; neither has the deflection of both
null and timelike rays been investigated. In Ref. [33], the
general  non-equatorial deflection  and  GL in  Kerr   space-
time were studied perturbatively for the first time for both
null and  timelike  rays  in  the  WDL,  with  the  finite   dis-
tance  effect  considered.  One  of  the  motivations  of  the
current  work is  to  study the condition under  the form of
SAS spacetime for the perturbative method to be feasible
for  non-equatorial  deflection  and  GL.  We  show  that  for
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many  SAS  spacetimes  satisfying  a  separation  condition
that enables a generalized Carter constant (GCC), the per-
turbative method is  always  valid  for  both  null  and  time-
like rays with the finite distance effect automatically con-
sidered. The second motivation is to reveal the effects of
various  spacetime  parameters  on  such  deflections  and
GL.  The  spacetimes  being  considered  are  the  KN,  Kerr-
Sen (KS) [40], rotating Simpson–Visser (RSV) [41], and
other spacetimes [42−45].

G = c = 1
−,+,+,+

The  remainder  of  this  paper  is  organized  as  follows.
In Sec. II A, we introduce the basic setup of the problem,
establish  the  equations  of  motion,  and  study  a  condition
for the  perturbative  method  to  work.  In  Sec.  III,  we   ex-
plore a perturbative method to solve the deflection angle
in  both θ  and ϕ  directions.  The  off-equatorial GL   equa-
tions  are  then  solved  in  Sec.  IV  to  obtain  the  apparent
angles  of  the  lensed  images.  In  Sec.  V,  the  method  and
deflection and GL results are applied to the KN, KS, and
RSV  spacetimes,  and  the  effects  of  their  characteristic
parameters  are  studied.  We  conclude  the  paper  with  a
summary and  discussion  in  Sec.  VI.  Throughout  the  pa-
per,  we  use  the  natural  unit    and  the  spacetime
signature ( ). 

II.  GENERAL FRAMEWORK

In this section, we derive the deflection angles in the
θ and ϕ directions for SAS spacetimes. We show that this
is always possible when the metric functions satisfy cer-
tain conditions, such that a proper separation of variables
in the equations of  motion,  or  equivalently the existence
of a GCC, can be accomplished. 

A.    Preliminaries
We  begin  from  the  most  general  SAS  spacetime,

whose  metric  can  always  be  expressed  in  the  following
form: 

ds2 = −Adt2+Bdtdϕ+Cdϕ2+Ddr2+Fdθ2, (1)

t, r, θ, ϕ
A, B,C, D, F
where    are  the  Boyer-Lindquist  coordinates,  and

 are functions of r and θ only. This metric al-
lows two commutative Killing vectors: 

ξµ =

Å
∂

∂t

ãµ
, ψµ =

Å
∂

∂ϕ

ãµ
,
[
ξ,ψ
]µ
= 0,

ψµ

ξµ
where  the  spacelike   corresponds to  the  rotation  sym-
metry  and  timelike    to  the  time  translation  symmetry.
These Killing vectors correspond to two conserved quant-
ities of the motion: 

E = Aṫ− 1
2

Bϕ̇, (2)
 

L =
1
2

Bṫ+Cϕ̇. (3)

Here, the dot denotes the derivative to the proper time or
affine parameter λ of the motion, and E and L can be in-
terpreted  as  the  energy  and  angular  momentum  of  the
particle  (per  unit  mass),  respectively.  In  asymptotically
flat  spacetimes, E  can  also  be  related  to  the  asymptotic
velocity v of the particle through
 

E =
1√

1− v2
. (4)

The asymptotic velocity v is the magnitude of the spatial
component of the four-velocity of the test particle. From
these equations, we can obtain two first derivatives:
 

ṫ =
2BL+4EC
B2+4AC

, (5)

 

ϕ̇ =
4AL−2BE
B2+4AC

. (6)

Now,  for  the  equations  of  motion  of  the r  and θ  co-
ordinates, we  can  simply  express  their  geodesic   equa-
tions.  However,  they are second-order  equations that  are
very complicated to simplify. In this work, we will  limit
our  choices  of  the  SAS  spacetimes, i.e., placing   condi-
tions on  the  metric  functions,  such  that  the  motions   en-
able  a  third  conserved  constant,  i.e.,  the  GCC  [46].  We
note that unlike the Kerr spacetime case, which not only
contains  a  Carter  constant  [47]  but  even  second-order
Killing tensors [48], the existence of the GCC is not guar-
anteed  in  all  SAS  spacetimes.  For  those  SAS  spacetime
without  the  GCC,  many  of  them are  non-integrable  sys-
tems and  even  the  geodesics  are  chaotic,  such  as   Jo-
hannsen-Psaltis  spacetime  [49]  and  Zipoy-Voorhees
spacetime [50]. We will not study these spacetimes in this
work.

To observe the requirements of the existence of such
a GCC and obtain (simpler) equations of motion for r and
θ,  we use the Hamiltonian-Jacobian approach.  Our start-
ing point is the action of the free particle for a separable
solution, which is
 

S = −1
2
κλ−Et+Lϕ+S (r)(r)+S (θ)(θ), (7)

κ = 0, −1
(r) (θ)

where    for null  and  timelike  particles,   respect-
ively. Here and hereafter, any function with an   or 
superscript is a function of r or θ only. The Hamilton-Jac-
obi equation is given by
 

Xinguang Ying, Junji Jia Chin. Phys. C 49, 055103 (2025)

055103-2



1
2

gµν
∂S
∂xµ

∂S
∂xν
− 1

2
κ = 0. (8)

Substituting Eq. (7), this becomes 

1
D

Å
dS (r)

dr

ã2

+
1
F

Å
dS (θ)

dθ

ã2

− κ+ 4AL2−4BEL−4CE2

B2+4AC
= 0.

(9)

G(r, θ)

A, B,C, D, F

We then seek metrics that allow this equation, after being
multiplied by a  proper  total  factor  function  ,  to  be
separable  into  r  and θ  dependent parts.  This  can  be   ac-
complished  if  the  metric  functions    and
factor  G  can  cast  the  left-hand  sides  of  the  following
equations into their right-hand sides [46]: 

G(r, θ)
D(r, θ)

=D(r),
G(r, θ)
F(r, θ)

= F (θ), (10a)

 

X(r, θ)G(r, θ)
B2+4AC

≡ X(r)(r)+X(θ)(θ), (10b)

 

G(r, θ) =G(r)(r)+G(θ)(θ), (10c)

X ∈ {A, B,C}
κ = −1

where  .  Note  that  the  condition  (10c)  is  for
the  separability  of  the    case  and  unnecessary  for
null signals. Condition (10a) implies 

F(r, θ)
D(r, θ)

=
D(r)
F (θ)

. (11)

G(r, θ)

D(r) F (θ)

X(r) X(θ)

In  practice,  the  functions  on  the  right-hand  sides  of  Eq.
(10) as well as   can be obtained from the left-hand
sides and  Eq.  (11).  Additionally,  a  freedom  of  a  multi-
plicative constant occurs in functions   and  , and
additive constant freedom occur in each pair of functions

  and  .  Indeed,  we  can  demonstrate  that  these
freedoms  will  be  canceled  out  in  the  final  equations  of
motion (17) and (18) and therefore do not affect the phys-
ics. Moreover, many SAS spacetimes, including the Kerr
spacetime, satisfy these conditions (10).

A few comments about the variable separation condi-
tion  (10)  might  be  useful  for  their  clear  understanding
here. This work shows that the spacetimes satisfying con-
dition  (10)  can  always  be  treated  using  our  method,
whereas those spacetimes not satisfying (10) are not treat-
able  using  the  method  developed  in  this  work.  Hence,
condition (10)  is  both  a  sufficient  and  necessary   condi-
tion  for  the  applicability  of  our  method.  However,  Eq.
(10)  is  only  a  sufficient  condition  for  the  separability  of
the  equations  of  motion  and  we  cannot  prove  that  it  is
also  a  necessary  condition,  although  we  cannot  provide
any counter-example either.  In  other  words,  it  is  unclear

to  us  whether  spacetimes  (unknown  to  us)  exist  that  do
not satisfy condition (10) but still allow the separation of
its variables.

Using  condition  (10)  in  Eq.  (9)  and  separating  the  r
and θ dependent parts, we obtain 

4L2A(r)− κG(r)−4ELB(r)−4E2C(r)+D(r)
Å

dS (r)

dr

ã2

= κG(θ)−4L2A(θ)+4ELB(θ)+4E2C(θ)−F (θ)
Å

dS (θ)

dθ

ã2

≡ K, (12)

where the assigned constant K is the GCC we are search-
ing  for.  Note  that  this  GCC  also  allows  some  constants
because we can always add or multiply a constant to both
sides  of  the  first  equal  sign  in  Eq.  (12).  However,  these
additive or multiplicative constants will not affect the dy-
namics;  therefore,  they can be selected freely.  Thus,  Eq.
(12) can be split into two equations:  Å

dS (r)

dr

ã2

=
κG(r)−4L2A(r)+4E2C(r)+4ELB(r)+K

D(r)
≡ R(r),

(13)

  Å
dS (θ)

dθ

ã2

=
κG(θ)−4L2A(θ)+4E2C(θ)+4ELB(θ)−K

F (θ)
≡ Θ(θ),

(14)

R(r)
Θ(θ)

S (r) S (θ)

where  we  have  defined  two  compact  functions    and
 to simplify the notation. When the metric functions

are known, these two functions can be determined. There-
fore, functions   and   can be solved, and the action
(7) becomes 

S = −1
2
κλ−Et+Lϕ+

∫
±r

√
Rdr+

∫
±θ
√
Θdθ, (15)

±r ±θwhere    and    are  two  signs  introduced  when  taking
the square roots in Eqs. (13) and (14). The motion equa-
tions for r and θ coordinates are determined using 

∂S
∂xµ
= Pµ = gµν ẋν (16)

to be 

ṙ =
±r

√
R

D(r, θ)
, (17)

 

θ̇ =
±θ
√
Θ

F(r, θ)
. (18)
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∆ϕ ∆θB.    Defining the deflection  and 

(rs,ϕs, θs)
(rd,ϕd, θd)

One of the main goals of this work is to determine the
deflection angles of the trajectory in the WDL. Denoting
the  source  and  the  detector  coordinates  as    and

, respectively, this goal is equivalent to determ-
ining 

∆ϕ ≡ ϕd −ϕs and ∆θ ≡ θd + θs−π. (19)

r0≫ M

θm

In  the  WDL,  we  can  reasonably  assume  that  during  the
propagation of the signal, it experiences only one periap-
sis  with  radius  ,  where  M  is  the  characteristic
length  scale  of  the  spacetime,  and  one  extreme  value  of
the azimuth angle  . i.e., 

ṙ|r=r0 = 0, θ̇|θ=θm = 0. (20)

θm

θs θd

|cosθm| > |cosθs,d |

The existence of such   means that it is either closer to 0
or  π  than  both    and  ;  therefore,  we  always  have

.  From  Eqs.  (17)  and  (18),  we  observe
that the above can be inverted to 

r0 = R−1(0), θm = Θ
−1(0). (21)

After substituting Eqs. (13) and (14), this yields the more
explicit relation 

L =
E(Br0 +Bθm )+ s2

√
Ξ

2(Ar0 +Aθm )
, (22)

 

K =
2E
(
Ar0 Bθm −Aθm Br0

)î
E
(
Br0 +Bθm

)
+ s2

√
Ξ
ó

(Ar0 +Aθm )2

+
κ
(
Ar0Gθm −AθmGr0

)
+4E2

(
Ar0Cθm −AθmCr0

)
Ar0 +Aθm

,

(23)

where 

Ξ = (Ar0 +Aθm )
[
κ(Gr0 +Gθm )+4E2(Cr0 +Cθm )

]
+E2(Br0 +Bθm )2,

Xr0 = X(r)(r0), Xθm = X(θ)(θm), X ∈ {A, B,C,G},

s2 = ±1

(E, L, K) (r0, θm) (r0, θm)
(L, K)

r0

and   is introduced when solving a quadratic equa-
tion.  These  relations  connect  the  motion  constants

 with  .  In Sec.  III,  we will  use    to
replace   because the latter are less intuitive and of-
ten more difficult to measure in astronomy. For example,
 for the bending by the Sun can be approximated using

the solar radius.
∆ϕ ∆θTo obtain the deflections   and  , we first slightly

transform the equations of motion (6), (17), and (18) and
show  that  they  can  be  integrated.  First,  from  Eqs.  (17)
and (18), we easily find 

dλ =
D

±r

√
R

dr =
F

±θ
√
Θ

dθ, (24)

G(r, θ)which, after dividing   and using Eq. (10a), yields 

1
±r

√
RD

dr =
1

±θ
√
ΘF

dθ. (25)

In contrast, substituting Eq. (10b) into Eq. (6), we have 

dϕ =
4LA(r)−2EB(r)+4LA(θ)−2EB(θ)

G(r, θ)
dλ. (26)

After  using  Eqs.  (10a)  and  (25),  the  r  and  θ  dependent
parts in this equation are separated: 

dϕ =
4LA(r)−2EB(r)

±r

√
RD

dr+
4LA(θ)−2EB(θ)

±θ
√
ΘF

dθ. (27)

∆ϕIntegrating Eq. (27), we directly obtain  

∆ϕ =

ï∫ rs

r0

+

∫ rd

r0

ò
4LA(r)−2EB(r)

√
RD

dr

+ s1

ñ∫ θs

θm

+

∫ θd

θm

ô
4LA(θ)−2EB(θ)

√
ΘF

dθ. (28)

rs r0 r0 rd

±r = −1
±r = +1 θs θm θm θd

±θ = −1 ±θ = +1 θm ±θ = +1
±θ = −1 θm

s1 = sign(cos(θm))

Note that when integrating from   to   (or   to  ), the
first  term  of  Eq.  (27)  is  expected  to  have    (or

).  When  integrating  from    to    (or    to  ),
  (or  )  if    is  a  minimum or    (or
) if   is a maximum. These sign values cause the

extra   sign in front  of  the second  integ-
ral in Eq. (28). Similarly, by integrating Eq. (25), we ob-
tain the following relation between initial and final θ co-
ordinates:  ï∫ rs

r0

+

∫ rd

r0

ò
1√
RD

dr = s1

ñ∫ θs

θm

+

∫ θd

θm

ô
1√
ΘF

dθ. (29)

θd θsThis relation enales us to solve   when  , the spacetime,
and  other  kinetic  variables  are  known.  Therefore,  from
this, we can detremine the deflection in the θ direction as
defined in Eq. (19). 

III.  PERTURBATIVE METHOD AND
DEFLECTIONS

The integrations  (28)  and  (29),  which  solve  the   de-
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flection angles, often cannot be used to obtain closed ana-
lytical  forms.  Therefore,  in  this  section,  we  develop  the
perturbative  method  to  approximate  these  integrals  and
then obtain the deflection.
 

A.    Perturbative Method

1/r0

X(µ) (µ = r, θ)
D(r) F (θ)

The main  concept  of  the  perturbative  method  is   se-
lecting appropriate  expansion  parameter(s)  and   expand-
ing the integrands into simpler series such that the integ-
rations  become  executable.  The  WDL  has  a  naturally
small parameter   suitable for this purpose. When ex-
panding the integrands in Eqs. (28) and (29), we can also
anticipate  that  the  expansion  coefficients  will  explicitly
depend on  the  asymptotic  behavior  of  the  metric   func-
tions.  After  a  short  survey  of  the  applicable  spacetime
metrics of  our  method,  we  found  the  following   expan-
sions can be assumed for the functions   and

 and 
 

A(r) =

∞∑
n=2

an

rn
, A(θ) =

1
4sin2 θ

, (30a)

 

B(r) =

∞∑
n=2

bn

rn−1
, B(θ) = 0, (30b)

 

C(r) =

∞∑
n=0

cn

rn−2
, C(θ) = −a2 sin2 θ

4
, (30c)

 

D(r) =
∞∑

n=0

dn

rn−2
, F (θ) = 1, (30d)

 

G(r) =

∞∑
n=0

gn

rn−2
, G(θ) = a2 cos2 θ, (30e)

a ≥ 0 an, bn, cn, dn, gn

θm

where the constant a can be interpreted as the spacetime
spin,  and  without  losing  any  generality,  we  can  always
assume  .  Other  coefficients    can  be
determined  when  the  metric  functions  are  known.  Note
that  for  the  θ  functions  of  the  above  form,  the  relation
(20)  between   and other  parameters  becomes very ex-
plicit as
 

a2
(
E2+ κ

)
c4

m−
(
K +2a2E2+ κa2

)
c2

m+a2E2+K +L2 = 0

(31)

θmand in principle, we can solve   in terms of other para-
meters if  required.  Substituting  the  above  series  and  us-
ing the following simple changes of variables
 

p ≡ r0

r
, c ≡ cosθ, s ≡ sinθ (32)

1/r0

in the integrals of Eqs. (28) and (29), we can further ex-
pand them with   as the small  parameter into the fol-
lowing series forms: 

∆ϕ =

ï∫ ps

1
+

∫ pd

1

ò ∞∑
i=2

nr,i(p)
Å

1
r0

ãi

dp

+ s1

ï∫ cs

cm

+

∫ cd

cm

ò ∞∑
i=0

nθ,i(c)√
c2

m− c2

Å
1
r0

ãi

dc,

(33)

  ï∫ ps

1
+

∫ pd

1

ò ∞∑
i=1

mr,i(p)
Å

1
r0

ãi

dp

= s1

ï∫ cs

cm

+

∫ cd

cm

ò ∞∑
i=1

mθ,i(c)√
c2

m− c2

Å
1
r0

ãi

dc, (34)

cs,d,m, ss,d,m

ps,d

where  ,  and the small dimensionless quantities
 are defined as 

ps,d = r0/rs,d, cs,d,m = cosθs,d,m, ss,d,m = sinθs,d,m.

nr,i, nθ,i, mr,i, mθ,iThe coefficients   can be computed to any
desired high  order.  Here,  we  only  list  their  first  few  or-
ders: 

nr,2 =
2p√

d0(1− p2)

Å
b2E√

κg0+4E2c0
−2s2sma2 p

ã
,

(35a)
 

nθ,0 = −
s2sm

1− c2
, (35b)

 

nθ,1 = 0, (35c)

 

nθ,2 = −
s2sma2(κ+E2)
2(κg0+4E2c0)

, (35d)

 

mr,1 = −
1√

(κg0+4E2c0)(1− p2)d0
, (35e)

 

mr,2 =
(4E2c0+ κg0)d1 p(1+ p)+ (4E2c1+ κg1)d0 p

2(1+ p)
√

(κg0+4E2c0)3(1− p2)d3
0

,

(35f)
 

mθ,1 = −
1√

κg0+4E2c0
, (35g)
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mθ,2 =
κg1+4E2c1

2(κg0+4E2c0)3/2
. (35h)

polynomrial(p)/
(
1− p2

)n+1/2 (n = 0, 1, · · · )

polynomrial(c)/[
(1− c2)n

√
c2

m− c2
]

(n = 0, 1)

Some  higher-order  terms  are  presented  in  Appendix  A.
For  the  integrals  over  p  in  Eqs.  (33)  and  (34),  we  can
show  that  their  integrands  are  always  of  the  form

  and  therefore
integrable [33]. For the integral over c in these equations,
their  integrands  are  always  of  the  form 

  and therefore  also   integ-
rable.

The results of the integrations are of the form 

∆ϕ =
∑
j=s,d

∞∑
i=2

Nr,i(p j)
Å

1
r0

ãi

+
∑
j=s,d

∞∑
i=0

Nθ,i(c j,cm)
Å

1
r0

ãi

,

(36)

  ∑
j=s,d

∞∑
i=1

Mr,i(p j)
Å

1
r0

ãi

=
∑
j=s,d

∞∑
i=1

Mθ,i(c j,cm)
Å

1
r0

ãi

, (37)

Nr,i, Nθ,i, Mr,i, Mθ,i

nr,i, nθ,i, mr,i, mθ,i

where    are  the  corresponding  integral
results  of  the    terms.  Again,  the  first  few
terms are 

Nr,2 =
2s2sma2√

d0

[
p j

»
1− p2

j + cos−1
(

p j
)]

−
2b2E

»
1− p2

j√
d0(κg0+4E2c0)

, (38a)

 

Nθ,0 =
s2π

2
− s1s2 tan−1

Ñ
c jsm»
c2

m− c2
j

é
, (38b)

 

Nθ,1 = 0, (38c)

 

Nθ,2 =
s2sma2(κ+E2)
2(κg0+4E2c0)

cos−1
Å

c j

cm

ã
, (38d)

 

Mr,1 =
cos−1

(
p j
)√

(κg0+4E2c0)d0
, (38e)

 

Mr,2 =
4E2c1d0+ κg1d0

2
[
(κg0+4E2c0)d0

]3/2

ï 
1− p j

1+ p j
− cos−1(p j)

− (κg0+4E2c0)d1

(κg1+4E2c1)d0

»
1− p2

j

ò
, (38f)

 

Mθ,1 =
1√

κg0+4E2c0
cos−1

Å
c j

cm

ã
, (38g)

 

Mθ,2 = −
(κg1+4E2c1)

2(κg0+4E2c0)3/2
cos−1

Å
c j

cm

ã
, (38h)

and some higher-order results are given in Appendix A. 

B.    Deflection angles
∆ϕ

θd Nθ,i

θd cosθd

∆ϕ ∆θ
cosθd cosθd

We note  that  the  deflection    in Eq.  (36)  still   con-
tains the unknown   in its second term coefficients  .
In  contrasat,  Eq.  (37)  effectively  establishes  a  relation
between   (or  ) and other parameters. Therefore, to
solve  the  deflections    and  ,  we  must  first  solve

 from Eq. (37).  In the WDL,   can also be ex-
pressed in the series form 

cosθd =

∞∑
i=0

hi

Å
1
r0

ãi

, (39)

hiwhere  the  coefficients    are solvable  from Eq.  (37)   us-
ing  the  method  of  undetermined  coefficients.  Here,  we
only show the first two orders: 

h0 = cm cos

[
1√
d0

∑
j=s,d

cos−1(p j)− cos−1
Å

cs

cm

ã]
,

(40a)

 

h1 = − s1

»
c2

m−h2
0

ï√
κg0+4E2c0

∑
j=s,d

Mr,2(p j)

+
κg1+4E2c1

2(κg0+4E2c0)
√

d0

∑
j=s,d

cos−1(p j)
ò
,

(40b)

and higher order ones are given in Appendix A.

1/r0

∆ϕ

Substituting Eq. (39) into Eq. (36) and performing the
small   expansion again, we finally determine the de-
flection   as 

∆ϕ =
∑
j=s,d

∞∑
i=2

Nr,i(p j)
Å

1
r0

ãi

+ s2

∞∑
i=0

N′θ,i(cs,cm)
Å

1
r0

ãi

(41)

Nr,i

N′θ,i
where    is  unchanged as in Eq.  (38),  and the first  few

 values are 

N′θ,0 = π− s1

ñ
tan−1

Ç
cssm√
c2

m− c2
s

å
+ tan−1

Ç
h0sm√
c2

m−h2
0

åô
,

(42a)
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N′θ,1 =
s1smh1

(h2
0−1)

√
c2

m−h2
0

, (42b)

 

N′θ,2 =
s1smh0h2

1(3h2
0−2c2

m−1)

2(h2
0−1)2

(
c2

m−h2
0

)3/2 +
s1smh2

(h2
0−1)

√
c2

m−h2
0

+
sma2(κ+E2)

2(κg0+4E2c0)

ï
cos−1

Å
cs

cm

ã
+ cos−1

Å
h0

cm

ãò
.

(42c)

s2

∆ϕ

s2 = ±1

Inspecting the above results, we discover that   is simply
the sign of   at the lowest order, which also means that

  correspond to  anticlockwise  and  clockwise   mo-
tions,  respectively.  Naturally,  the  following  relation
holds: 

s2 = sign(L). (43)

rs,d N′θ,0
∆ϕ s2π

In the infinite   limit, we observe clearly from the 
term that   to the leading order equals  .

Similarly, substituting  (39)  into  Eq.  (19),  the  deflec-
tion in θ direction becomes 

∆θ = θs+ θd −π =
∞∑

i=0

ki

Å
1
r0

ãi

, (44)

where 

k0 = θs−π+ cos−1(h0), (45a)

 

k1 = −
h1√
1−h2

0

, (45b)

 

k2 =
2h2

0h2−h0h2
1−2h2

2(1−h2
0)3/2

. (45c)

rs,d →∞ h0 −cs

k0

Note that in the limit  ,   approaches  ; there-
fore,   approaches 0.

bn = 0 n ≥ 2
κ = 0 κ = −1

E→∞

ps,d

Eqs.  (41)  and  (44)  are  two  important  results  of  this
work,  and  a  few  comments  are  necessary  concerning
them. First,  these  results  apply  to  general  SAS   space-
times  that  allow  the  existence  of  a  GCC.  This  includes
many well-known spacetimes such as the Kerr,  KN, and
all  SSS  apacetime,  which  can  be  obtained  by  setting  all

  for  .  Second,  they  apply  to  both  light  rays
(setting  )  and timelike particles  (setting  ).  In-
deed, we can show that the   limits of these results
for timlike signals equal exactly their values for null rays.
Third,  these  deflections  also  consider  the  finite  distance
effect of  the  source  and  detector.  This  effect  can  be   im-
portant when studying the GL effect. Through setting 
to zero, the infinite distance version of the deflections can

θs,d → π/2
∆ϕ

θs

θd π/2
ps,d

rs,d ≫ r0

be obtained. Fourth, these deflections apply to both non-
equatorial and equatorial trajectories. For the former, set-
ting  , we have verified that the deflection angle

 reduces to its value on the equatorial plane in the Kerr
spacetime [23]. For the latter, these formulas do not rely
on  any  near-equatorial  plane  approximation,  i.e.,    and
 can be far from  . Last but not least, the deflections

(41)  and (44)  can be  further  expanded around small 
values  if  the  source  and  detector  are  far  away,  i.e.,

,  and a dual series form will be obtained. Such a
form will  be  more  appealing  from  the  application   per-
spective, and we explore this in Sec. V. 

IV.  GRAVITATIONAL LENSING

As we  have  obtained  the  deflection  angles  for   arbit-
rary inclination angles of the signals, we can study GL in
such SAS spacetime in the off-equatorial plane. Because
our deflection angles (41) and (44) contain the finite dis-
tance effect, we can naturally establish the following GL
equations: 

δϕ = ∆ϕ− s2π, (46a)

 

δθ = ∆θ. (46b)

δϕ δθHere,    and    are  the  two small  angles  characterizing
the angular position of the source relative to the detector-

 

S(rs, ϕs, θs) D(rd , ϕd , θd) r0 θm

(α, β)

Fig. 1.    Schematic diagram of one trajectory from the source
at    to  the  detector  at  .    and   mark
the minimal radius and extreme θ points on the trajectory, re-
spectively.   marks the apparent angle formed by this tra-
jectory on the celestial sphere of the observer.
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rs,d, θs

(r0, θm) δϕ, δθ
r0

θm

lens  axis  in  the  spherical  coordinates,  as  shown  in  the
schematic diagram in Fig. 1. When   are fixed, then
substituting Eqs. (41) and (44) into Eq. (46) enables us to
solve  the  minimal  radius  and  extreme  azimuth  angle

  for  each  pair  of  .  However,  Eqs.  (46)  are
high-order polynomials of   and more complicated func-
tions  of  ,  which  often  cannot  be  solved  analytically,
particularly  when  the  effects  of  higher-order  parameters
are sought.  Therefore,  we often use  the  numerical  meth-
od to solve them.

(r0, θm)
(δθ, δϕ)

s2 s1 = sign(cos(θm))
s2

10−6′′

(r0+, θm+)
(r0−, θm−)

+ẑ

Generally,  two  sets  of    enable  the  signal  to
reach  the  detector.  When  the  deflection    is  not
small, these two solutions will often have opposite orbit-
al rotation directions  , and the   equals
 for each solution. Only when the source, lens, and de-

tector  are  aligned  (deflection  less  than    in  the  Sgr
A*  scenario  considered  in  Sec.  V  A)  and  the  spacetime
spin  is  large  could  exceptions  exist  (see  also  Ref.  [33]).
Therefore,  we  label  these  two  solutions  as    and

  to represent  the  prograde  and  retrograde   rotat-
ing  signals,  respectively.  In  this  paper,  by prograde  and
retrograde, we mean that the trajectories are rotating anti-
clockwise  and  clockwise  around  the    directions,  re-
spectively. No  retrolensing  is  involved  because  we   dis-
cuss only the weak deflection cases.

(r0, θm)

(ea)µ

However,  to  link  the  solved    to the   observ-
ables of the GL, we must still  determine the formula for
the apparent angles of the lensed images. For a static ob-
server in the spacetime with metric (1), the associated tet-
rad   takes the form 

e0 =
1√
A

∂

∂t
≡ Z, (47a)

 

e1 = −
 

B2

AB2+4A2C

Å
∂

∂t
+

2A
B

∂

∂ϕ

ã
≡ ϕ̂, (47b)

 

e2 =
1√
D

∂

∂r
≡ r̂, (47c)

 

e3 =
1√
F

∂

∂θ
≡ θ̂, (47d)

uµ = (ṫ, ϕ̇, ṙ, θ̇)
hµν = δ

µ
ν+ZµZν

where Z  is  the  four-velocity  of  the  observer.  Thus,  for  a
signal with four-velocity  , its projection us-
ing the projection operator    into  the tetrad
frame yields the vector 

ũµ = hµνu
ν = −Bϕ̇

2

…
B2+4AC

AB2
ϕ̂+
√

Dṙr̂+
√

Fθ̇θ̂. (48)

(ṙ, θ̇, ϕ̇) (L, K)
(r0±, θm±)

Here,   are linked to   through Eqs. (6), (17),
and (18) and then to   through Eqs. (22) and (23).

γ±

r̂d α±

r̂d θ̂d β± r̂dϕ̂d

Thus,  the  apparent  angle    measured  by  this  observer
against  the  detector's  radial  direction    and    against
the   plane and   against the   plane are, respect-
ively,
 

γ± = cos−1 (ũ, r̂)
|ũ||r̂|

= cos−1

Ç
ṙ

 
D

B2+4AC
4A ϕ̇2+Dṙ2+Fθ̇2

å ∣∣∣∣
d

, (49a)

 

α± =
π

2
− cos−1 (ũ, ϕ̂)

|ũ||ϕ̂|

= − sin−1

(
Bϕ̇
2A

√
(AB2+4A2C)/B2

B2+4AC
4A ϕ̇2+Dṙ2+Fθ̇2

)∣∣∣∣
d

,

(49b)
 

β± =
π

2
− cos−1 (ũ, θ̂)

|ũ||θ̂|

= sin−1

Ç
θ̇

 
F

B2+4AC
4A ϕ̇2+Dṙ2+Fθ̇2

å ∣∣∣∣
d

, (49c)

|d

rd

γ2
± ≈ α2

±+β
2
±

(α±, β±)

where  the  subscript   means  that  all  coordinates  should
be evaluated at the detector location. These equations are
valid for all trajectories in the SAS spacetimes, including
those  that  are  bent  strongly.  In  the  large    limit,

;  therefore,  we  must  focus  on  two  of  them,
which are conventionally selected as  .
 

V.  APPLICATION TO PARTICULAR

SPACETIMES

∆ϕ, ∆θ

r0, θm α±, β±

In  this  section,  we apply the  general  method and the
results in  Secs.  III  and  IV  to  some  known  SAS   space-
times to  examine  the  validity  of  the  results  and signific-
ance  of  the  spacetime  parameters  on  the  off-equatorial
deflection  and  GL.  We  focus  on  deflections  ,  the

 and apparent angles  .
 

A.    Deflections and GL in KN spacetime

For the KN BH, the deflection in its equatorial plane
has been considered using analytical methods repeatedly,
and  the  (quasi-)equatorial  motion,  as  well  as  numerical
solutions of  the  trajectories,  has  also  been  studied  mul-
tiple times [51−55]. However, to our best knowledge, the
perturbative study of the general off-equatorial deflection
has not been conducted yet.

The metric of KN is given by
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ds2 = − ΣKN−2Mr+Q2

ΣKN
dt2− 2a(2Mr−Q2) sin2 θ

ΣKN
dtdϕ

+

î(
r2+a2

)2−∆KNa2 sin2 θ
ó

sin2 θ

ΣKN
dϕ2

+
ΣKN

∆KN
dr2+ΣKNdθ2,

(50)
where
 

ΣKN = r2+a2 cos2 θ,

∆KN = r2−2Mr+a2+Q2,

M, Q, a = J/M

a ≥ 0

and   are the mass, charge, and spin angular
momentum per  unit  mass  of  the  spacetime,  respectively.
In studying the trajectories, we can always select   if
the  motion  is  allowed  to  go  both  clock-  and  anticlock-
wise.  To  use  the  method  and  results  developed  in  Secs.
III  and  IV,  we  must  first  check  whether  the  metric  (50)
satisfies the separation requirements (30). Substituting the
metric  into  these  equations,  we  easily  observe  that  the
separation  can  be  performed,  and  the  r-dependent  func-
tions are
 

A(r)
KN = −

a2

4∆KN
= − a2

4r2
− Ma2

2r3
+O(r)−4, (51a)

 

B(r)
KN =

aQ2−Mar
∆KN

= − Ma
r
+
−2M2a+aQ2

r2
+O(r)−3, (51b)

 

C(r)
KN =

(
r2+a2

)2

4∆KN

=
r2

4
+

Mr
2
+

a2+4M2−Q2

4
+O(r)−1, (51c)

 

D(r)KN = r2−2Mr+a2+Q2, (51d)

 

G(r)
KN = r2, (51e)

X(θ) (X ∈ {A, B,C, F ,G})and    are  exactly  as  given  in  Eq.
(30).  This  guarantees  the  existence  of  the  GCC,  as  was
well-known  prior,  and  the  applicability  of  the  results  of
deflection angles.

ps,d

M/r0 ps,d

Substituting the coefficients in Eqs. (51) directly into
Eq.  (41)  and  (44)  and  performing  the  small    expan-
sion, the  deflection  angles  in  KN spacetime  are   determ-
ined as dual series of   and 
 

∆ϕKN = s2π+
4âM2

vr2
0
− 8s2

mâM2

s2
svr2

0
+

s2sm

s2
s

×
ï

2(1+ v2)M
v2r0

− (ps+ pd)− ζKNM2

4v4r2
0
− M (ps+ pd)

v2r0

ò
+

s1s2smcs

√
c2

m− c2
s

s4
s

ï
(ps+ pd)− 2(1+ v2)M

v2r0

ò2

+O(ϵ)3,

(52a)
 

∆θKN =
s1
√

c2
m− c2

s

ss

ï
2(1+ v2)M

v2r0
− (ps+ pd)−(

ζKN+32s2smv3â
)

M2

4v4r2
0

− M (ps+ pd)
v2r0

ò
− css2

m

2s3
s

ï
(ps+ pd)− 2(1+ v2)M

v2r0

ò2

+O (ϵ)3 ,

(52b)

ϵ M/r0

ps,d

where  the  infinitesimal    represents  either  the    or
, and 

ζKN = 8+8v2−12πv2−3πv4+πv2(2+ v2)Q̂2, (53)

â ≡ a/M, Q̂ ≡ Q/M,

v = 1
ps,d = 0

â = 0

Q̂ = 0

ps, pd, cm, cs→ 0
sm, ss→ 1 ∆ϕKN

  and  E  has  been  replaced  by  the
asymptotic velocity v through Eq. (4). We can take a few
limits  for  these  deflections.  Through  setting    or

, they reduce to deflections of light rays or deflec-
tions from  infinity  to  infinity,  respectively.  A  more   un-
usual limit is to set  , which pushes these deflections
to their values of the signal in an RN spacetime but with
an  arbitrary  incoming  direction.  For  ,  they  agree
with  Eqs.  (32)  and  (39)  of  Ref.  [33]. In  the  infinite  dis-
tance  and  equatorial  limit,    and

,  and  we  have  checked  that    in  this  limit
agrees with Eq. (83) of Ref. [24].

∆ϕKN

cs

√
c2

m− c2
s

sn
m/s2

s

Q̂ â

Both Eqs. (52a) and (52b) illustrate various effects of
the non-equatorial motion and spacetime parameters. For
the  deflection  ,  the  following  observations  can  be
made.  First,  we  observe  that  the  non-equatorial  effect
manifests in two ways. The first is through the terms pro-
portional  to  .  These  terms  will  vanish  in  the
equatorial  limit;  therefore,  we  call  them  non-equatorial
terms.  The  second  way  of  the  non-equatorial  effect  is
through the factor   of the other terms, which will be
called  the equatorial  terms.  If  the  trajectory  were  in  the
equatorial plane,  these  factors  would  all  be  one.   There-
fore,  these  factors  effectively  adjust  the  contribution  of
equatorial  terms  to  the  deflection.  The  second  comment
concerns the effects of the spacetime charge and spin. For
equatorial motion,   and   begin to appear in the equat-
orial  terms  from  the  second  order  only,  i.e.,  the
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(M/r0)2, (r0/rs,d)2 (M/r0)(r0/rs,d)  or    terms.  While  in  non-
equatorial terms,  they begin to  appear  from the  third  or-
der.

∆θ√
c2

m− c2
s cs

(M/r0) ps,d

√
c2

m− c2
s

Q̂ â

∆ϕKN ∆ϕKN ∆θKN Q̂

The terms of the deflection   in Eq. (52b) are either
proportional to   or  , which both approach zero
in  the  equatorial  limit.  At  the  leading  orders  of  both

  and  ,  the  terms  are  proportional  to  .
For the effect of both   and  , they both appear from the
second order,  which  is  similar  to  the  equatorial  terms  in

.  In  both    and  ,  the  sign  of    does  not
matter, as expected because the signal is neutral.

r0

r0 |∆ϕKN|
|∆θKN|

r0

(M/r0)
θm

To  check  the  validity  of  these  deflections  (52a)  and
(52b), in Fig. 2 we compare them with their correspond-
ing numerically integrated values. In this plot, we select a
relatively  small    such that  the  deflections  are   appre-
ciable to  tell  the  effects  of  various  parameters.  We   ob-
serve in Fig. 2 (a) and (b) that as   increases, both 
and   decrease monotonically. The analytical results
approach  the  numerical  value  more  closely  as    in-
creases,  which  is  expected  because  both  deflections  are
series of  . From Fig. 2 (c) and (d), we observe that
as    decreases,  the  deflection  in  the  θ  direction  in-

θm

Q̂

|∆ϕKN| Q̂

∆θKN

Q̂
â

â δϕ

creases, whereas that in the ϕ direction decreases. This is
intuitively consistent  with  the  physical  expectation   be-
cause the decrease in   corresponds to the motion of the
trajectory  asymptotic  line  towards  the  z  axis  above  the
equatorial  plane. Fig.  2 (e)  shows the effect  of   on the
deflections. Previously, the equatorial plane case implied
that   would decrease as   increases [55], which is
still observed here for the off-equatorial motion. We also
note  that  this  is  even  true  for  ,  which  shows  the
spherical nature of the effect of   on the deflections. Fi-
nally,  the effect of the spacetime spin   on these deflec-
tions was studied in Ref. [33] in the Kerr spacetime, and
we  found  that  the  effect  is  not  changed  qualitatively:  a
larger    increases  (or  decreases)  the    of  the  prograde
(or retrograde) signal.

∆θ
∆ϕ (r0, θm)

(δϕ, δθ)

θs

Q̂
â

rd = rs = 8.34 kpc (δϕ, δθ, θs)
δϕ, δθ, θs â

â
r0

θm

â |cosθm|

Q̂ r0 â
|cosθm|

With  the  correctness  of  the  series  results  confirmed,
we can now solve the lensing equations (46) with   and

 given by Eqs. (52b) and (52a) to obtain the   for
a fixed pair   that characterizes the angular deflec-
tion of  the source against  the lens-observer  axis.  For the
non-equatorial  motion  in  a  SAS  spacetime,  the  source's
azimuth angle   also becomes important.  Because these
equations  are  high-order  polynomials  if  the  effects  of 
and   are considered, we have only solved them numeric-
ally.  We  used  the  Sgr  A*  BH  as  the  lens  and  set

  and  varied  .  We  found  that,
qualitatively, the effects of  , and   are similar to
their effects in the Kerr case studied in Ref. [33]. There-
fore,  we  will  not  show  these  figures  here.  Instead,  we
only  mention  that  a  larger  positive    decreases (or   in-
creases) the   of a counterclockwise (or clockwise) rotat-
ing  trajectory;  therefore,  the  trajectory  is  pulled  towards
(or pushed away from) the z axis.   will change accord-
ingly:  a  larger  positive    will  increase    of  both
counterclockwise  and  clockwise  rotating  orbits.  For  the
charge  ,  its  deviation  from  zero  decreases    for  all 
and  orbit  rotation  directions  and  increases    very
weakly.

(r0, θm)
(δθ, θs, rd)

Finally,  substituting  the  solved    together  with
the initial parameters   into Eqs. (49b) and (49c),
we can obtain the apparent positions of the two images on
the celestial sphere of the detector: 

α±KN =

sin−1 L±
(
∆KN−a2 sin2 θ

)
+asin2 θE

(
2Mr−Q2

)
sinθ
»
∆KNΣKN

[
ΣKNE2+ κ (ΣKN−2Mr+Q2)

] ∣∣∣∣
d

,

(54a)

 

β±KN = s1 sin−1

 
Θ± (ΣKN−2Mr+Q2)

ΣKN
[
ΣKNE2+ κ (ΣKN−2Mr+Q2)

] ∣∣∣∣
d

,

(54b)

Θ±where   is defined in Eq. (14) and takes the form 

 

∆ϕ ∆θ r0, θm

Q̂ v = 1, rs = rd = 400M, â = 1/2, θs = π/4

Q̂ = 1/2 θm = π/5 Q̂ = 1/2, r0 = 20M

r0 = 20M, θm = π/5

Fig.  2.      (color  online)  Dependences  of    and   on 
and    in  KN spacetime.  .
In (a)(b),  ,  . In (c)(d),  . In (e),

. All red lines represent numerical results.
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Θ± = κa2 cos2 θ−L2
± csc2 θ−a2E2 sin2 θ−K± (55)

L±, K± (r0±, θm±)

M/r0 M/rd

in  KN  spacetime.    can  be  fixed  by 
through  Eqs.  (22)  and  (23).  These  apparent  angles  are
consistent  with  the  results  in  Ref.  [33].  For  the  null
particle  in  the  WDL,  we  can  make  the  following  power
series  approximation  by  taking    and    as  small
quantities: 

α±KN ≃
s2sm±

sd r̂d

Ç
r̂0±+1+

3+ â2− Q̂2−4s2sm±â
2r̂0±

å
,

(56a)

 

β±KN ≃
s1

√
s2

d − s2
m±

sd r̂dÇ
r̂0±+1+

3+ â2c2
d − Q̂2−4s2sm±â

2r̂0±

å
, (56b)

r̂0± ≡ r0±/M, r̂d ≡ rd/M, sm± =

sinθm± Q̂ = 0
Q̂ , 0

Q2/(r0±rd)
Q̂ r̂0±

Q̂
Q/rd

γ±KN

γ±KN ≈
√
α2
±KN+β

2
±KN

sm±/sd

√
s2

d − s2
m±/sd α±KN β±KN

where  and  henthforce 
.  When  we  set  ,  they  agree  with  Ref.  [33].

However,  when  ,  its  effect  does  not  only  appear
from the   order as we might think superficially
from Eq. (56). Indeed,   affects   by an amount simil-
ar  to  the  size  of    itself;  therefore,  its  influence  on  the
image apparent angles is at the   order, i.e., one order
lower  than  what  appears  in  Eq.  (56).  The  off-equatorial
effect  influences    from the second order because,  at
the  leading  order,  the  total  apparent  angle

  would  not  be  tuned  by  the  factor
  or    in  front  of    and  ,  re-

spectively.

δϕ δθ
δϕ 0 10′′ δθ 1′′

â
δϕ

−10′′ δθ −1′′

θs

δϕ θs = π/6
θs = π/3

â

θs

δϕ

δθ δϕ = ±1′′ θs

In Fig.  3,  the  angular  positions  of  the  GL images  as
functions of   (a) and   (b) are plotted. It is seen that as
 varies from   to   while keeping   at  , the two

images  are  in  the  first  and  third  quadrants,  respectively.
The image in the third quadrant is separated further from
the lens than the one in the first quadrant. Because in this
parameter  settings,  the  effect  of  spin    on  the  apparent
angles  of  the  images  is  weak,  when  we  flip    to  the
range of   to 0, or   to  , the images are reflected
by  the  y  and  x  axes,  respectively,  in  the  2d  celestial
frame. More interesting is the effect of   in this plot. The
trace of the images as   varies for   almost coin-
cides  with  that  for  . The  reason  can  be   under-
stood  from  the  fact  that  when  the  spin    effect  is  not
strong, the  total  deflection  in  an  SAS  spacetime  is   ap-
proximately the same as that in an SSS spacetime. In SSS
spacetimes,    characterizes only  the  altitude  of  the   im-
ages, whereas, when   scans through a range, the traces
of  the  images  will  coincide  if  the  origin  of  the  local  2d
celestial  sky  is  allowed to  shift,  as  in Fig.  3  (a).  For  the
variation  in    with  fixed  ,  different    values

δθ

δη

enable a different contribution from   to the total deflec-
tion  , which roughly equals
 

δη ≈
»
δθ2+ sin2 θsδϕ2, (57)

and,  therefore,  the  image  traces  will  not  coincide,  as
shown in Fig. 3 (b).

 

δϕ −10′′

10′′ δθ = 1′′ □ × −1′′ ◦ + δθ

−10′′ 10′′ δϕ = 1′′ □ × −1′′

◦ + □ ◦ θs = π/3 × +

θs = π/6

−10′′ 10′′

Q̂

â = Q̂ = 1/2, v = 1, M = 4.1×106 M⊙, rs = rd = 8.34

δθ = 10−4′′, δϕ = 10−4′′, θs = π/6 α0+ = 0.60780640′′,
α0− = −0.60783265′′, β0+ = 1.2776103′′, β0− = −1.2776603′′.

Fig.  3.      (color online) Apparent  angles  of  lensed  images  in
the celestial sky in KN spacetime. (a)   varies from   to

 with  fixed    (   and  )  and    (   and  ).  (b) 
varies from   to   with fixed   (  and  ) and 
(  and  ). The symbols   and   are for   and   and 
are for  . The color of the symbols from blue to red in-
dicates  that  the  changing  angles  increase  from    to  .
(c) Variation in the apparent angles as   increases. In all plots,

  kpc  are  used.
In  (c),  .  The 
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â = 1/2, Q̂ = 1/2

(α±KN, β±KN) Q̂ α0± = α±KN(Q̂ = 0)
β0± = β±KN(Q̂ = 0)

10−6′′ Q̂

Note that in both plots, we have set  .
The effect of these parameters under the current paramet-
er settings, as observed from Eq. (56), is very small com-
pared  with  the  apparent  angles  themselves.  Thus,  they
cannot  be  recognized  in  plots  (a)  and  (b).  Therefore,  in
(c),  we  show  the  small  variation  in  the  apparent  angles

  as    increases,  where  ,
.  The  sizes  of  the  apparent  angles  of

both images decrease by about   as   increases. Both
the  trend  and  changed  amount  agree  with  the  prediction
of Eq. (56). 

B.    Deflections and GL in KS spacetime
The KS BH is  a  type  of  rotating  and  charged  BH in

the  four-dimensional  heterotic  string  theory  [40].  Al-
though both the strong [56] and weak [36] deflection lim-
its of GL effects have been studied in this spacetime us-
ing approaches different from ours, these studies focused
either  on  the  (quasi-)equatorial  plane  or  did  not  express
the deflections in terms of the original source and kinetic
variables. Here, we extend them to the general non-equat-
orial case and consider the finite distance and timelike ef-
fects.

The metric of the KS spacetime is given by [57] 

ds2 = − ΣKS−2Mr
ΣKS

dt2− 4Mrasin2 θ

ΣKS
dtdϕî(

r2+2br+a2
)2−∆KSa2 sin2 θ

ó
sin2 θ

ΣKS
dϕ2

+
ΣKS

∆KS
dr2+ΣKSdθ2, (58)

where 

ΣKS = r(r+2b)+a2 cos2 θ,

∆KS = r(r+2b)−2Mr+a2,

b ≡ Q2/(2M) ≥ 0
b = 0

with  .  This  metric  reduces  to  the  Kerr
spacetime  when  .  The  metric  functions  also  satisfy
the  separation  conditions  (10),  and  the  corresponding
functions and their asymptotic expansions are 

A(r)
KS = −

a2

4∆KS
= − a2

4r2
− a2(M−b)

2r3
+O(r)−4, (59a)

 

B(r)
KS = −

Mar
∆KS

= −aM
r
− 2aM(M−b)

r2
+O(r)−3, (59b)

 

C(r)
KS =

(r2+2br+a2)2

4∆KS

=
r2

4
+

(M+b)r
2

+
a2+4M2

4
+O(r)−1, (59c)

 

D(r)KS = r2−2(M−b)r+a2, (59d)

 

G(r)
KS = r2+2br. (59e)

ps,d

Substituting  the  coefficients  Eqs.  (59)  into  Eqs.  (41)
and (44) and performing the small   expansion, we de-
termine the deflection angles in KS spacetime as 

∆ϕKS = s2π+
4âM2

vr2
0
− 8s2

mâM2

s2
svr2

0
+

s2sm

s2
sï

2(1+ v2)M
v2r0

− (ps+ pd)− ζKSM2

4v4r2
0
− M (ps+ pd)

v2r0

ò
+

s1s2smcs

√
c2

m− c2
s

s4
s

ï
(ps+ pd)− 2(1+ v2)M

v2r0

ò2

+O(ϵ)3,

(60a)
 

∆θKS =
s1
√

c2
m− c2

s

ss

ï
2(1+ v2)M

v2r0
− (ps+ pd)

−
(
ζKS+32s2smv3â

)
M2

4v4r2
0

− M (ps+ pd)
v2r0

ò
− css2

m

2s3
s

ï
(ps+ pd)− 2(1+ v2)M

v2r0

ò2

+O (ϵ)3 ,

(60b)

where 

ζKS = 8+8v2−12πv2−3πv4+
4v4b̂ (ps+ pd)r0

M
+ (8v2+4πv2+8v4+2πv4)b̂+πv4b̂2, (61)

b̂ ≡ b/M

ζKS

Q = 0

∆ϕ ∆θ

v = 1 ps,d = 0 ∆ϕ

and  . Comparing  Eq.  (60)  with  the   correspond-
ing results in Eq. (52) in KN spacetime, we observe that
the  only  change  is  essentially  in  the  definition  of  .
This  is  understandable  because  both  the  KN  and  KS
spacetimes reduce to the Kerr one if  we set    in the
former and b (or Q) in the latter, and these two paramet-
ers only appear from the second order in each of the de-
flections   and  . The infinite source/detector and null
limits  of  the  deflections  (60)  can  be  easily  obtained  by
setting   and  . The equatorial plane case of 
was determined in Eq. (49) of Ref. [56] for a light ray and
infinite  source/detector  and  agrees  with  our  result  under
these limits.

b̂
∆ϕKS

∆θKS b̂ b̂ ∆ϕKS

∆θKS â
Q̂2

To study the effect of the new parameter   on the de-
flections,  in  Fig.  4  (a)  we  plot  the  dependence  of 
and   on  . As   increases, both deflections   and

 for all spin   decrease monotonically. This effect is
qualitatively similar to the effect of   in KN spacetime.
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r0 θm

b̂

(r0, θm) b̂
Q̂2 r0

b̂ â |cosθm|

With the deflection known, we can solve the GL Eq.
(46) for   and  . Again, if we use the deflection angles
of sufficiantly high order such that the effect of   is con-
sidered, these GL equations are polynomials whose solu-
tions are too lengthy to present here and therefore we will
not do so. We also studied the dependence of the solved

 on   and found that it is also qualitatively similar
to the effect of   in KN spacetime. That is,   decreases
as    increases for fixed  ,  whereas    increases but
only very weakly in the WDL.

r0 θmUsing these   and    in  Eq.  (49),  we  determine  the
apparent angles in the KS spacetime as 

α±KS = sin−1 L±
(
∆KS−a2 sin2 θ

)
+2aMEr sin2 θ

sinθ
»
∆KSΣKS

[
ΣKSE2+ κ (ΣKS−2Mr)

] ∣∣∣∣
d

,

(62a)

 

β±KS = s1 sin−1

 
Θ± (ΣKS−2Mr)

ΣKS
[
ΣKSE2+ κ (ΣKS−2Mr)

] ∣∣∣∣
d

, (62b)

Θ±
(L±, K±) (r0±, θm±)

M/r0 M/rd

where   in the KS spacetime also takes the form of Eq.
(55)  but  its    have  different  relations  to 
through  Eqs.  (22)  and  (23).  For  null  rays  and  the  small

 and   limit, these apparent angles are approxim-
ated as 

α±KS ≃
s2sm±

sd r̂d

Ç
r̂0±+ b̂+1+

3+ â2− b̂2−2b̂−4s2sm±â
2r̂0±

å
,

(63a)

 

β±KS ≃
s1

√
s2

d − s2
m±

sd r̂d

×
Ç

r̂0±+ b̂+1+
3+ â2c2

d − b̂2−2b̂−4s2sm±â
2r̂0±

å
.

(63b)

Q̂
b̂

b/rd

b̂
r0±

In contrast to the parameter   in the KN apparent angles
(56),  we  observe  that  the  parameter    affects the   appar-
ent angles in KS spacetime from the order   explicitly.
However, we also indicate that as   increases from zero,
its influence on   is also at this order but slightly larger
and with an opposite sign.

b̂ α0± β0±
b̂ = 0

b̂
2×10−6′′

Q2

Figure  4  (b) shows  the  apparent  locations  of  the   im-
ages  in  the  KS  spacetime  as    varies.  The    and 
values are the same as in Fig. 3 (c) because at  ,  the
KS spacetime reduces to the Kerr one. As argued above,
the total effect of   from 0 to 1 is also the decrease in the
image apparent angles by about  . Hence, the ef-
fect of b in the KS spacetime is similar to that of paramet-
er   in the KN spacetime, both qualitatively and quantit-
atively. 

C.    Deflections and GL in RSV spacetime
RSV spacetime is another modification from the Kerr

spacetime that satisfies the separation conditions (10). Its
metric is given by [41] 

ds2 = − ΣR−2M
√

r2+ l2

ΣR
dt2− 4Masin2 θ

√
r2+ l2

ΣR
dtdϕ

+

[
(r2+ l2+a2)2−∆Ra2 sin2 θ

]
sin2 θ

ΣR
dϕ2

+
ΣR

∆R
dr2+ΣRdθ2, (64)

where 

ΣR = r2+ l2+a2 cos2 θ,

∆R = r2+ l2+a2−2M
√

r2+ l2,

l ≥ 0
l = 0

(l > 2M)
(l = 2M) (l < 2M)

The  parameter    is  a  length  scale  responsible  for  the
regularization of  the  central  singularity.  When  ,  this
reduces to the Kerr spacetime. It can also describe a two-
way  traversable  wormhole  ,  one-way  wormhole

, and regular BH   at different values of l
[41].  The GL effects  of  null  rays with source/detector  at
infinite  distance  in  the  equatorial  plane  were  studied  in
the strong deflection limit in this spacetime in Ref.  [39].

 

∆ϕ ∆θ

b̂ â

rs = rd = 400M, θs = π/4, θm = π/5, r0 = 20M â =
1/2, M = 4.1×106 M⊙, rs = rd = 8.34 kpc, δθ = 10−4′′, δϕ = 10−4′′, θs = π/6.

Fig. 4.      (color online) Dependences of   and   (a) and α
and  β  (b)  on    in  KS  spacetime:  (a)  v  =  1,    =  1/2,

;  (b)  v  =  1, 
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The WDL deflection angle of the null signal on the equat-
orial plane without the finite distance effect was obtained
using the Gauss-Bonnet theorem method in Ref. [58].

The asymptotic expansions of separated functions as-
sociated with the metric are 

A(r)
R = −

a2

4∆R
= − a2

4r2
− Ma2

2r3
+O(r)−4, (65a)

 

B(r)
R = −

Ma
√

r2+ l2

∆R
= −Ma

r
− 2M2a

r2
+O(r)−3, (65b)

 

C(r)
R =

(r2+a2+ l2)2

4∆R

=
r2

4
+

Mr
2
+

a2+4M2+ l2

4
+O(r)−1, (65c)

 

D(r)R = r2−2Mr+a2+ l2+O(r)−1, (65d)

 

G(r)
R = r2+ l2. (65e)

ps,d

Substituting  the  coefficients  in  these  functions  into  Eqs.
(41)  and (44)  and after  the  small   expansion, the  de-
flection angles in the RSV spacetime becomes 

∆ϕR = s2π+
4âM2

vr2
0
− 8s2

mâM2

s2
svr2

0
+

s2sm

s2
sï

2(1+ v2)M
v2r0

− (ps+ pd)− ζRM2

4v4r2
0
− M (ps+ pd)

v2r0

ò
+

s1s2smcs

√
c2

m− c2
s

s4
s

ï
(ps+ pd)− 2(1+ v2)M

v2r0

ò2

+O(ϵ)3,

(66a)
 

∆θR =
s1
√

c2
m− c2

s

ss

ï
2(1+ v2)M

v2r0
− (ps+ pd)

−
(
ζR+32s2smv3â

)
M2

4v4r2
0

− M (ps+ pd)
v2r0

ò
− css2

m

2s3
s

ï
(ps+ pd)− 2(1+ v2)M

v2r0

ò2

+O (ϵ)3 , (66b)

where 

ζR = 8+8v2−12πv2−3πv4−πv4 l̂2, (67)

l̂ ≡ l/Mand  . The reduction of Eq. (66a) on the equatorial
plane  for  null  rays  with  infinite  source/detector  distance

ζR Q̂2 ζKN b̂
ζKS l̂2

ζR

(∆ϕR, ∆θR) (r0, θm) (α±R, β±R)

agrees  with  Eq.  (21)  of  [58].  Similar  to  KS  deflections
(60),  the  deflections  (66)  also  differ  from  the  KN  case
result (52) in its  . However, unlike   in   and   in

, here, the regularization length scale   has a negative
sign  in  ;  therefore,  its  effects  on  the  deflections

,  , and apparent angles   in Eq.
(69) are all opposite to those two parameters, as shown in
Fig. 5 (a) and (b), respectively.

(r0, θm)After  solving    and  substituting  into  Eq.  (49),
we  determine  the  apparent  angles  in  the  RSV spacetime
to be 

α±R = sin−1 L±
(
∆R−a2 sin2 θ

)
+2aME

√
r2+ l2 sin2 θ

sinθ
√
∆RΣR

î
ΣRE2+ κ

Ä
ΣR−2M

√
r2+ l2

äó ∣∣∣∣
d

,

(68a)

 

β±R = s1 sin−1

Ã
Θ±
Ä
ΣR−2M

√
r2+ l2

ä
ΣR

î
ΣRE2+ κ

Ä
ΣR−2M

√
r2+ l2

äó ∣∣∣∣
d

,

(68b)

Θ± (L±, K±)
(r0±, θm±)

where    is  still  given by Eq.  (55),  whereas its 
depends on   through Eqs. (22) and (23). The ap-
proximations of these apparent angles are 

α±R ≃
s2sm±

sd r̂d

Ç
r̂0±+1+

3+ â2+ l̂2−4s2sm±â
2r̂0±

å
, (69a)

 

β±R ≃
s1

√
s2

d − s2
m±

sd r̂d

Ç
r̂0±+1+

3+ â2c2
d + l̂2−4s2sm±â

2r̂0±

å
.

(69b)

(∆ϕR, ∆θR) (α±R, β±R) l̂
Q̂ l̂

r0±
α±R β±R l̂

Q̂
b̂

In Fig.  5  (b), we plot  the  dependences  of  the  deflec-
tions   and the  apparent  angles   on  .
Unlike the effect of   in KN spacetime, here,   increases

; consequently,  the  apparent  angles  of  the  images   in-
crease. The amount of reduction of either   or   as 
increases  to  2.5  is  comparable  to  that  for    in  the  KN
case or   in the KS case. 

VI.  CONCLUSIONS AND DISCUSSIONS

In  this  work,  we  have  studied  the  off-equatorial  de-
flections and GL of both null and timelike signals in gen-
eral SAS spacetimes in the WDL, with the finite distance
effect of the source and detector. We find that as long as
the  metric  functions  satisfy  certain  common  separable
variable conditions (10), which allows the existence of a
GCC, the deflection angles in both the ϕ and θ directions
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M/r0 r0/rs,d

can always be determined using the perturbative method.
The  results,  as  shown  in  Eqs.  (41)  and  (44),  are  dual
series  of    and  ,  and  can  be  directly  used  in  a
set of exact GL equations (46). These equations are then
solved to determine the apparent angles of images in such
spacetimes (49).

These  results  are  then  applied  to  the  KN,  KS,  and
RSV spacetimes  to  validate  the  correctness  of  the  meth-
od and  results  and  to  determine  the  effect  of  the   space-
time  spin  as  well  as  that  of  the  characteristic  parameter

∆ϕ ∆θ

(typically  an  effective  charge)  of  these  spacetimes.  We
find that both the spacetime spin and charge generally ap-
pear in the second order of both   and  , whereas the
non-equatorial effect appears from the very leading non-
trivial order, as shown in Eqs. (52), (60) and (66).

For the image apparent angles,  again both the space-
time spin and (effective) charge appear in the subleading,
as  manifested  in  Eqs.  (56),  (63),  and  (69).  Therefore,
these parameters are quite difficult to detect from the ap-
parent angles in relativistic GL in the WDL.

To demonstrate the generality of our method, we sup-
plement a few other spacetimes whose off-equatorial de-
flections can  be  determined  using  our  method  in   Ap-
pendix  B.  We  summarize  the  results  computed  in  the
main text and this appendix in Table 1 to clearly present
the results and the effect of the main parameter(s) in the
spacetime on the deflection and/or apparent angles.

â 10−20

â

The results  of  this  work can,  in  principle,  be applied
to  any  spacetime  with  a  (non-spherical)  axisymmetry.
However, in the solar system, the only known object that
can  bend  the  light  is  the  Sun,  and  yet  its  dimensionless
spin  parameter    is  only  of  order    [59].  Therefore,
the effect of the spin or the off-equatorial plane effect in
the deflection angle and/or apparent angle of images can-
not be observed for the Sun in the foreseeable future. In-
stead, most spacetimes studied in this work are BH space-
times. Therefore, the results are more applicable to more
extreme rotating BHs, and particular examples are M87*
[11] and Sgr A* [12], whose spin parameter   can poten-
tially  reach  a  much  larger  order  (roughly  a  fraction  of
one). We can also assume that such BHs carry extra para-
meters  such as  those  appearing in  the  Kerr-Sen or   rotat-
ing-Simpson-Visser spacetimes and attempt to use future
observations to constrain the corresponding parameters.

A  few  potential  extensions  to  this  work  that  can  be
explored. The first is to study the magnification and time
delays  of  the  images  in  the  off-equatorial  GL.  Ref.  [33]
shows  that,  for  the  Kerr  spacetime,  the  spacetime  spin
might have a stronger effect on the time delay than on im-

 

∆ϕ ∆θ

l̂ rs = rd = 400M, θm = π/5,

r0 = 20M, θs = π/4
M = 4.1×106 M⊙, rs = rd = 8.34 kpc, δθ = 10−4′′, δϕ = 10−4′′, θs =

π/6 v = 1, â = 1/2

Fig. 5.      (color online) Dependences of   and   (a) and α
and β (b) on   in RSV spacetime. In (a), 

  are  used  to  clearly  show  the  effect.  In  (b),

. In both plots,   are used.

 

Table 1.    Spacetimes and their off equatorial deflections. From the second to last columns are the metric equation number, main para-
meter of  the spacetime,  deflection angles  in  that  spacetime,  lowest  order  in  the deflection angle  from which the main parameter  ap-
pears, equation number of the image apparent angles for the spacetime studied in the main text, and effect of the parameter on the ap-
parent angles, i.e., the monotonicity of the apparent angle as the parameter increases.

Spacetime Metric Eq. Para. Def. angle Eq. Order App. angle Eq. Para. effect

Kerr-Newmann (50) Q (52) 2 (56) ↘

Kerr-Sen (58) b (60) 2 (63) ↘

Rotating Simpson-Visser (64) l (66) 2 (69) ↗

Rotating Bardeen (B1) with (B2) g (B7) with (B2) 3 or higher

Rotating Hayward (B1) with (B3) k (B7) with (B3) 3 or higher

Rotating Ghosh (B1) with (B4) h (B7) with (B4) 2

Rotating Tinchev (B1) with (B5) j (B7) with (B5) 3 or higher
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age locations. The second is that we might also attempt to
study the off-equatorial deflection of charged particles in
electromagnetic fields.  However,  the  separation   condi-
tion (10) must be re-investigated. 
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APPENDIX A: HIGHER ORDER ITEMS OF
SERIES

Here,  we  list  some  higher-order  coefficients  in  the
series appearing in the main text of the III. For Eq. (35),
we present two more coefficients, which are also used in
the computations in the main text:

 

mr,3 =
p2

8
√

(1− p2)(κg0+4E2c0)d5
0

ß
4d0d2+16a2d2

0 s2
m−

8d0d1(κg1+4E2c1)
(1+ p)(κg0+4E2c0)

− 16s2b2d2
0 smE

(1+ p)
√
κg0+4E2c0

−
3
[
d0
(
κg1+4E2c1

)
−d1(1+ p)

(
κg0+4E2c0

)]2

(1+ p2)(κg0+4E2c0)2

™
, (A1)

 

mθ,3 =
C2+C3c2−C1c4

2(c2
m− c2)(κg0+4E2c0)3/2

, (A2)

where
 

C1 = a2(E2+ κ),

C2 =

ï
κg2+4E2c2−4a2s2

m(κg0+4E2c0)−a2E2− s2
mC1+4s2smb2E

√
κg0+4E2c0−

3(κg1+4E2c1)2

4(κg0+4E2c0)

ò
c2

m,

C3 = c2
mC1−

C2

c2
m
.

The corresponding integral coefficients are
 

Mr,3 = −
1

16(d0C4)5/2

ß
2d2

0C2
5

ï
4+5p j

1+ p2
j

»
1− p2

j −3cos−1(p j)
ò
−4d0d1C4C5

(1+ p j)2

1+ p2
j

ï
2+ p j

1+ p j

»
1− p2

j − cos−1(p j)
ò

+
(
16a2s2

md2
0 −3d2

1 +4d0d2
)

C2
4

ï
p j

»
1− p2

j + cos−1(p j)
ò
−32s2smEb2d2

0C3/2
4

ï
2+ p j

1+ p2
j

»
1− p2

j −
1+ p j

1+ p2
j

cos−1(p j)
ò™
,

(A3)

where
 

C4 = κg0+4E2c0, C5 = κg1+4E2c1,

and
 

Mθ,3 =
2C3−3C1c2

m

4(κg0+4E2c0)3/2

ï
cos−1

Å
c j

cm

ã
+

s1c j»
c2

m− c2
j

ò
+

s1c j(C1c2
jc

2
m+2C2)

4c2
m(κg0+4E2c0)3/2

»
c2

m− c2
j

.

The second-order coefficient in Eq. (39) is
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h2 = − s1

√
κg0+4E2c0

»
c2

m−h2
0

∑
j=s,d

Mr,3−
h0h2

1

2(c2
m−h2

0)
+

(κg1+4E2c1)h1

2(κg0+4E2c0)
+

√
c2

m−h2
0

4(κg0+4E2c0)

ïÅ
h0√

c2
m−h2

0

+
cs√

c2
m− c2

s

+
1√
d0

∑
j=s,d

cos−1(p j)
ã(

2C3−3C1c2
m

)
+

h0
(
2C2+C1h0c2

m

)
c2

m

√
c2

m−h2
0

+
cs
(
2C2+C1csc2

m

)
c2

m

√
c2

m− c2
s

ò
. (A5)

 

APPENDIX B: APPLICATIONS IN OTHER SAS
SPACETIMES

In  addition  to  the  spacetimes  that  we have  discussed
in detail  in  Sec.  V,  many  spacetimes  also  satisfy  the   re-
quirements of  the separation of  variables we establish in
Sec. II A. Here, we briefly mention the off-equatorial de-
flections in these spacetimes.

The following line element describe a class of space-
times satisfying these conditions 

ds2 = − Σ−2m(r)r
Σ

dt2− 4am(r)r sin2 θ

Σ
dtdϕ

+

Ç
r2+a2+

2a2m(r)r sin2 θ

Σ

å
sin2 θdϕ2

+
Σ

∆
dr2+Σdθ2,

where 

Σ = r2+a2 cos2 θ, ∆ = r2−2m (r)r+a2

a, m(r)

m(r) = M

and   are the spacetime spin and mass functions, re-
spectively.  This  line  element  covers  the  Kerr  spacetime
when    is  a  constant,  the  rotating  Bardeen  BH
[43] when 

mB(r) = M
Å

r2

r2+g2

ã3/2

= M− 3g2M
2r2

+O(r)−3, (B2)

the rotating Hayward BH [43] when 

mH(r) = M
r3

r3+ k3
= M− k3M

r3
+O(r)−5, (B3)

the rotating Ghosh BH [44] when 

mG(r) = Me−h/r = M− hM
r
+O(r)−2, (B4)

and the rotating Tinchev BH [45] when 

mT(r) = Me− j/r2
= M− jM

r2
+O(r)−3. (B5)

m(r)Here, we have expanded   into the following form: 

m(r) =
∞∑

n=0

mn

rn
(B6)

mnand the coefficients    for  each spacetime can be easily
obtained from Eqs. (B2)－(B5). For the rotating Bardeen
and  Tinchev  spacetimes,  their  characteristic  parameter
appears from the second order of the expansion, whereas
the  rotating  Ghosh  and  Hayward  ones  appear  from  the
first and third orders, respectively.

∆θ ∆ϕ

Using the line element  (B1) and mass function (B6),
we determine the deflection   and   as 

∆ϕ = s2π+
4âm2

0

vr2
0
− 8s2

mâm2
0

s2
svr2

0
+

s2sm

s2
sï

2(1+ v2)m0

v2r0
− (ps+ pd)− ζm2

0

4v4r2
0
− m0 (ps+ pd)

v2r0

ò
+

s1s2smcs

√
c2

m− c2
s

s4
s

ï
(ps+ pd)− 2(1+ v2)m0

v2r0

ò2

+O(ϵ)3,

(B7a)

 

∆θ =
s1
√

c2
m− c2

s

ss

ï
2(1+ v2)m0

v2r0
− (ps+ pd)

−
(
ζ +32s2smv3â

)
m2

0

4v4r2
0

− m0 (ps+ pd)
v2r0

ò
− css2

m

2s3
s

ï
(ps+ pd)− 2(1+ v2)m0

v2r0

ò2

+O (ϵ)3 ,

(B7b)

where 

ζ = 8+8v2−12πv2−3πv4− 2πv2(2+ v2)m1

m2
0

(B8)

miand all   should be obtained from corresponding space-
time.

We  also  compute  the  deflection  in  the  Konoplya-
Zhidenko  rotating  non-Kerr  spacetime  whose  metric  is
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given by [42]
 

ds2 = − N2−W2 sin2 θ

K2
dt2−2rW sin2 θdtdϕ

+K2r2 sin2 θdϕ2+
Σ

N2r2
dr2+Σdθ2, (B9)

where
 

Σ = r2+a2 cos2 θ, ∆ = r2−2Mr+a2,

N2 =
(∆−η/r)

r2
, W =

2Ma
Σ
+
ηa
r2Σ

,

K2 =

(
r2+a2

)2−a2(∆−η/r) sin2 θ

r2Σ
, (B10)

O(M/r0)2

∆ϕ ∆θ O(M/r0)2

mn≥1 = 0

and η is the deformation parameter that describes the de-
viation from Kerr spacetime. However, we find that to or-
der  ,  the  parameter η  does  not  appear  in  either

 or  . Therefore, the deflections to order   in
this spacetime is also given by Eq. (B7) with  .

For  future reference,  we also test  the applicability  of
our  methodology  to  SAS  but  non-asymptotically  flat
spacetimes,  such as the KN-(anti)de Sitter  spacetime de-
scribed by [60]
 

ds2 =
∆θ

ρ2Ξ2

[
adt−

(
r2+a2

)
dϕ
]2− ∆r

ρ2Ξ2

(
dt−asin2 θdϕ

)2

+ρ2
Å

dr2

∆r
+

dθ2

∆θ

ã
,

(B11)

where
 

ρ2 = r2+a2 cos2 θ, ∆θ = 1+
Λ

3
a2 cos2 θ,

∆r =
(
r2+a2

)Å
1− Λr2

3

ã
−2Mr+Q2, Ξ = 1+

Λ

3
a2,

and Kerr-Taub-NUT spacetime with metric [61]
 

ds2 = − ∆−a2 sin2 θ

Σ
dt2+

2[∆χ−a(Σ+aχ) sin2 θ]
Σ

dtdϕ

+
(Σ+aχ)2 sin2 θ−χ2∆

Σ
dϕ2+

Σ

∆
dr2+Σdθ2,

(B12)

where 

Σ = r2+ (n̂+acosθ)2,

∆ = r2−2Mr+a2− n̂2,

χ = asin2 θ−2n̂cosθ.

We find that they also satisfy the separation requirements
(10);  therefore,  the  deflection  of  both  null  and  timelike
rays in the equatorial or off-equatorial plane in them can
be treated using our method. Finally, for C-type metrics,
which  do  not  have  the  reflective  symmetry  about  the
equatorial plane, including the KN-(A)dS C-metric [62], 

ds2 =
1

H2

ß
− f (r)
Σ

Å
dt
α
−asin2 θ

dϕ
K

ã2

+
Σ

f (r)
dr2

+
Σr2

h(θ)
dθ2+

h(θ) sin2 θ

Σr2

ï
adt
α
−
(
r2+a2

) dϕ
K

ò2™
,

(B13)

where 

f (r) =
(
1−A2r2

)Å
1− 2m

r
+

a2+ e2

r2

ã
+

r2+a2

l2
,

h(θ) = 1+2mAcosθ+
ï

A2
(
a2+ e2

)
− a2

l2

ò
cos2 θ,

Σ = 1+
a2

r2
cos2 θ, H = 1+Ar cosθ,

A , 0and its subcases with  , we find that only for null but
not  the  timelike  rays,  the  separation  requirements  (10)
can be satisfied. Therefore,  the deflection can be studied
using our  approach.  However,  for  these metrics,  we will
not list  the formulas in the θ and ϕ directions until  more
valuable applications are determined.
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