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Abstract: The variation after projection (VAP) method is expected to be an efficient way of obtaining the optim-
ized nuclear wave functions, which can be as close as possible to the exact shell model ones. However, we found that
there are two additional problems that may seriously affect the convergence of the VAP iteration. The first problem
is the  existence  of  irrelevant  projected  basis  states.  At  a  VAP  iteration,  the  Hill-Wheeler  (HW)  equation  is   com-
posed of all updated projected basis states. If one of these projected basis states does not mix with a calculated wave
function of interest,  which is obtained by solving this HW equation, it  is likely that this basis state will  never mix
with this wave function even after the VAP iteration converges. The other problem is the poor orthonormality among
the projected basis states, which seriously affects the accuracy of the calculated VAP wave function. In the present
work,  solutions  for  these  two  problems  are  proposed,  and  examples  are  presented  to  test  the  validity.  With  the
present  solutions,  the most  important  projected basis  states  can be reliably obtained,  and the fully  optimized VAP
wave functions can be accurately and efficiently calculated.
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I.  INTRODUCTION

Nuclei are complicated quantum many-body systems.
According to quantum mechanics,  the wave functions of
low-lying  nuclear  states  should  be  obtained  by  solving
Schrödinger's equation.  Practically,  this  is  done  by   per-
forming the full shell model calculation in a given model
space.  However,  the  configuration  space  can  easily  be
huge  in  a  large  model  space,  which  makes  the  full  shell
model calculation almost impossible. This difficulty mo-
tivates  theorists  to  develop  approximated  shell  model
methods, so that the obtained nuclear wave functions are
expected to be as close as possible to the exact shell mod-
el ones. Various approximated shell model methods, such
as  the  shell  model  truncation  [1],  stochastic  quantum
Monte  Carlo  approaches  and  their  extrapolations  [2−5],
the  projected  configuration  interaction  [6],  the  class  of
variation after projection (VAP) methods [7−12], and re-
cent  methods  for  shell  model  basis  selection  using  the
generator coordinate method (GCM) [13−15],  have been
developed. A relevant review can be found in Ref. [16].

Among these approximated shell model methods, the

VAP  is  an  important  one,  and  it  is  believed  to  have  a
good shell model approximation in calculating low-lying
states  of  nuclei  [7−12].  Such  an  approximation  can  be
continuously  improved  by  adding  more  projected  basis
states to the calculated states. Certainly, the added projec-
ted states should be important so that the calculated states
can  be  significantly  improved.  However,  the  problem  is
that,  if  an  added  projected  state  is  randomly  generated
and does not mix with a calculated state at the beginning
of the VAP iteration, it is likely that this added projected
state will never mix with the state even after the VAP it-
eration converges. This means that such an added projec-
ted basis  state  is  useless  and must  be abandoned.  In  this
sense, a useful new projected state should mix with a cal-
culated nuclear  state  at  the  beginning  of  the  VAP   itera-
tion. Therefore, an effective way of obtaining new useful
projected  states  before  performing  the  VAP  iteration  is
crucial in the VAP calculation.

This  problem  can  be  solved  via  previous  methods,
such as the Monte Carlo shell model (MCSM) [3]. In the
MCSM,  one  selects  the  best  new  basis  state  from  the
stochastically generated candidates. To ensure the effect-
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iveness of the new candidate, shell model Hamiltonian is
diagonalized in a subspace spanned by all previously se-
lected basis  states  and the candidate basis.  One can then
check the  contribution  of  this  candidate  basis  for   redu-
cing the energy eigenvalue being calculated. If the contri-
bution is  sufficient,  this candidate basis will  be added to
the  group of  basis  states.  Otherwise,  one  needs  to  check
the  importance  of  the  next  basis  candidate.  After  that,
only important  basis  states  are  selected,  and  a  good   ap-
proximation is  expected.  However,  in  such  basis   selec-
tion, one may sometimes check a large amount of useless
candidates  before  a  new  important  basis  is  identified.
Herein, we  propose  a  new  reliable  and  efficient   al-
gorithm that  is  completely different  from the MCSM. In
the  proposed  algorithm,  a  randomly  generated  useless
projected state can be varied so that it may become a new
important basis state for the VAP calculation.

The  second  problem  in  the  VAP  calculation  is  the
poor  orthonormality  among  the  projected  basis  states,
which  seriously  affects  the  accuracy  of  the  calculated
VAP wave functions and consequently reduces the stabil-
ity of the VAP iteration. This problem was considered in
our  previous  work  [12],  where  the  projected  states  were
subjected to two constraints to prevent the appearance of
redundant  states  throughout  the  VAP  iteration.  In  the
present  work,  we  replace  these  two  constraints  with  a
new one, which is expected to be more efficient for keep-
ing the projected basis states in good condition during the
VAP calculation.

The  remainder  of  this  paper  is  organized  as  follows.
Section  II  provides  a  solution  for  generating  the  useful
projected  basis  states.  Section  III  discusses  the  problem
of orthonormality  among the  projected  basis  states.  Sec-
tion IV presents an example of the present VAP calcula-
tions.  A  brief  summary  and  outlook  are  presented  in
Sec.V. 

II.  IMPORTANT PROJECTED BASIS STATES

Let us first address the problem of the important pro-
jected basis  states  in the VAP calculation.  We start  with
the simplified VAP wave function taken from our previ-
ous work [12]: 

|Ψ(n)
JπMα(K)⟩ =

n∑
i=1

f Jπα
i PJπ

MK |Φi⟩, (1)

|Φi⟩

|Φi⟩

where   is a Slater determinant (SD) composed of de-
formed single-particle wave functions in the model space
where the shell model calculation is performed.   has a
good  particle  number  but  usually  does  not  have  a  good
spin and parity. Thus, the particle number projection can
be  omitted,  but  the  angular  momentum  projection  and
parity  projection  should  be  applied  in  Eq.  (1)  so  that

|Ψ(n)
JπMα(K)⟩

|Φi⟩
|Φi⟩

PJπ
MK

PJ
MK

Pπ |K| ≤ J

f Jπα
i E(n)

Jπα

 has  a  good spin J and parity π. Here,  we as-
sume that all the adopted   SDs are fully symmetry-un-
restricted. n represents the number of included   SDs.

  represents  the  product  of  the  angular  momentum
projection operator   and the parity projection operat-
or  . K can be randomly chosen in the range of  .
α  is  used  to  differ  the  states  with  the  same J, π,  and M.
The   coefficients and the corresponding energy 
are determined via the Hill-Wheeler equation: 

n∑
i′=1

(HJπ
ii′ −E(n)

JπαN Jπ
ii′ ) f Jπα

i′ = 0, (2)

HJπ
ii′ = ⟨Φi|ĤPJπ

KK |Φi′⟩ N Jπ
ii′ = ⟨Φi|PJπ

KK |Φi′⟩
f Jπα
i

⟨Ψ(n)
JπMα(K)|Ψ(n)

JπMα(K)⟩ = 1
E(n)

Jπ1 ≤ E(n)
Jπ2 ≤ · · · ≤ E(n)

Jπn

where    and  .  The
normalization  condition  is  imposed  on  the    coeffi-
cients so that  . Here, we assume

 for a given n.
|Φi⟩

E(n)
Jπα

|Ψ(n)
JπMα(K)⟩

In  the  present  VAP,  all  the    SDs  in  Eq.  (1)  are
varied simultaneously, so that the   energies and their
corresponding   wave  functions  obtained  from
Eq.  (2)  are  as  close  as  possible  to  the  exact  shell  model
ones. Details of our VAP algorithm can be found in Ref.
[11].

|Φi⟩
K = 0

0+
64 f p

n = 1
−302.983

n = 2

−302.983 n = 1

Naturally, one  can  directly  take  the  trial  wave   func-
tion in Eq. (1) to perform the VAP iteration with the ini-
tial   SDs  randomly  generated.  As  a  simple  example,
we  use  the  trial  wave  function  in  Eq.  (1)  with    to
perform the VAP calculations for  the ground   state  in
Ge.  The  GXPF1A  interaction  [17]  in  the    model

space is taken. Thus, the parity projection can be omitted
in this example. The results are shown in Fig. 1. It is seen
that in the simplest case of  , the VAP iteration con-
verges  quite  fast,  and  the  converged  energy  is 
MeV.  However,  if  one  takes    with  random  initial
SDs, it is possible that the final converged VAP energy is
also   MeV, which is the same as that with  .
This  strongly  implies  that  one  of  the  two  projected  SDs
does not contribute to the converged VAP wave function.

n = 2 n = 1
n = 2 E(2)

Jπα
α = 1

α = 1

Let us try to understand why the above converged en-
ergy with   is exactly the same as that with  . In
the    case,  one  can  obtain  two    energies,  and
only the lower one ( ) is minimized. The correspond-
ing   wave function can be explicitly written as 

|Ψ(2)
JπM1(K)⟩ = f Jπ1

1 PJπ
MK |Φ1⟩+ f Jπ1

2 PJπ
MK |Φ2⟩. (3)

E(2)
Jπ1 =

−302.985
f Jπ1
1 =

11.2256 f Jπ1
2 = 4.5315×10−8 f Jπ1

2

n = 2

When  the  energy  for  Eq.  (3)  converges  to 
 MeV  (see  red  triangles  in  Fig.  1),  it  is  found

that  the  corresponding  coefficients  in  Eq.  (3)  are 
  and  .  The  latter    is  al-

most zero. This means that the second term in Eq. (3) is
useless. Therefore, such VAP with   is essentially the
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n = 1VAP with  .

f Jπ1
2 E(2)

Jπ1

|Φ2⟩ |Φ2⟩

f Jπ1
2

Now, we need to understand why the second projec-
ted state  in  Eq.  (3)  cannot  mix with  the  calculated wave
function.  Actually,  during  the  VAP  iteration,  once  the

  is  zero,  the  derivatives  of  the    energy with   re-
spect to all the variational parameters (see the Appendix)
for    must  be  zero.  Consequently,    remains  al-
most  unchanged  in  the  next  VAP  iteration,  because  the
direction  of  the  energy  minimization  should  be  close  to
the opposite direction of the energy gradient. Hence, it is
likely that   remains zero at the next iteration. There-
fore,  the  second  term  in  Eq.  (3)  becomes  a  complete
bystander.  Certainly,  this  situation  must  be  avoided  in
practical calculations.

One  may  wonder  under  what  condition  the  second
projected state can mix with the calculated wave function.
We address this issue from a theoretical point of view.

|ϕ⟩
|ψ⟩

If  there  is  a  new  state    that  does  not  mix  with  a
known  wave  function  , one  can  easily  prove  the   fol-
lowing identity:
 

⟨ϕ|(Ĥ−E)|ψ⟩ = 0, (4)

E = ⟨ψ|Ĥ|ψ⟩
|ϕ⟩ |ψ⟩ |ϕ⟩

where  . Here is a brief proof of Eq. (4). Actu-
ally,   is usually not orthogonal to  . Thus,   needs
to be orthogonalized by performing Gram-Schmidt ortho-
gonalization,  and  the  orthogonalized  one  can  be  written
as
 

|ϕ′⟩ = |ϕ⟩− ⟨ψ|ϕ⟩|ψ⟩, (5)

⟨ψ|ϕ′⟩ = 0 |ϕ⟩
|ψ⟩
so  that  .  If  there  is  no  mixing  between    and

, one should have
 

⟨ϕ′|Ĥ|ψ⟩ = 0. (6)

By  substituting  Eq.  (5)  into  Eq.  (6),  one  can  obtain  Eq.
(4).

|ϕ⟩ |ψ⟩

Therefore, one  can  simply  introduce  a  real  and  non-
negative quantity  that  can  be  used  to  indicate  the   coup-
ling strength between the normalized   and   states: 

c = |⟨ϕ|(Ĥ−E)|ψ⟩|2. (7)

c > 0 |ϕ⟩ |ψ⟩
|ϕ⟩

Certainly,  if  ,  then    definitely  mixes  with  .
Thus, one may need to consider how to find a   so that
the c value can be large enough.

|Ψ(n)
JπMα(K)⟩

|ψ⟩
PJπ

MK |Φ⟩»
⟨Φ|PJπ

KK |Φ⟩
|ϕ⟩

In  the  present  work,  we  take  the    wave
function  in  Eq.  (1)  as   and the  new candidate  projec-

ted state   as  . Therefore, one can rewrite

Eq. (7) as 

cα =
|⟨Φ|PJπ

KM(Ĥ−E(n)
Jπα)|Ψ(n)

JπMα(K)⟩|2
⟨Φ|PJπ

KK |Φ⟩
, (8)

|Ψ(n)
JπMα(K)⟩for the calculated   state.

cα

PJπ
MK |Φ⟩

More  generally,  when  one  calculates  the  m  lowest
states simultaneously using the algorithm in Ref. [11], the
candidate projected state is useful as long as one of the 
quantities is large enough. Hence, one can define a glob-
al C quantity for the candidate projected state   as 

C =
m∑
α=1

cα. (9)

PJπ
MK |Φ⟩

It is easy to understand that if the C value is large enough,
the candidate projected state   should be important
for the calculated states.

PJπ
MK |Φ1⟩»
⟨Φ1|PJπ

KK |Φ1⟩
n = 1 −302.983

PJπ
MK |Φ2⟩

n = 1 n = 2

|Ψ(2)
JπM1(K)⟩

|Φ1⟩ |Φ2⟩
−302.983

Now, let us try to solve the problem of the example in
Fig.  1.  According  to  the  converged  VAP  wave  function

  with  ,  whose  energy  is 

MeV,  we  randomly  generate  a  second  projected  state
  and  combine  it  with  the  projected  basis  in  this

 VAP wave function to form a   wave function,
whose  explicit  form  is  also  given  by  Eq.  (3).  This

 wave function will be further optimized fully
by simultaneously varying the   and   SDs, so that
an improved energy minimum lower than   MeV
is expected.

However,  if  a  candidate  projected  state  is  randomly
generated in a huge configuration space, as in the present
example,  the  corresponding C  value is  likely  to  be   ex-
tremely tiny. Indeed, in the present case, the calculated C

 

Jπ = 0+ 64

Fig.  1.      (color  online)  VAP  iterations  with  n=1  (black
square), n=2 without mixing (red triangle), and n=2 with mix-
ing (blue circle) for   in  Ge.
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PJπ
MK |Φ2⟩

|Ψ(1)
JπM1(K)⟩ 10−10

f Jπ1
2

value  between  the  random    and  the  converged
  is  as  tiny  as  ,  which  is  almost  equal  to

zero. This leads to the fact that the second term in Eq. (3)
can  be  neglected  again  owing  to  Eq.  (6),  and  the 
coefficient must be very tiny. Consequently, the gradient
of the energy for the wave function in Eq. (3) should be
small  enough  to  terminate  the  VAP iteration  at  the  very
beginning.  Therefore,  the  VAP wave  function  cannot  be
further improved.

PJπ
MK |Φ2⟩

|Φ2⟩

−C

This forces us to find an algorithm to vary the candid-
ate  projected  state    so  that  the  corresponding C
quantity can be maximized. To make such maximization
more  efficient,  it  is  necessary  to  calculate  the  gradient
and Hessian of C with respect to the variational paramet-
ers of  .  Fortunately,  the matrix elements required by
this  gradient  and  Hessian  are  available  in  the  present
VAP calculations, which is very convenient for the max-
imization of C. Because such maximization is equivalent
to  the  minimization  of  ,  in  the  practical  calculation,
we prefer  to  take the latter  so that  our  present  algorithm
for  minimization  in  the  VAP calculation  can  be  directly
adopted.

−C
|Φ2⟩

n = 1

The  minimization  iteration  of    is  performed  by
varying   in the above example. The results are shown
in Fig. 2. It is interesting that although the C value is ex-
tremely  tiny  at  the  beginning,  it  quickly  becomes  large
enough that the second projected SD can sufficiently mix
with  the  original  VAP wave  function  with  .  In  this
sense,  we  do  not  need  to  wait  for  the  converged C. Ac-
cording to Fig. 2, one can simply take the projected SD at
the 4-th  iteration  so  that  the  computational  time  for   ob-
taining the  useful  projected  SD  can  be  considerably   re-
duced.

PJπ
MK |Φ2⟩

−302.983 −303.522
f Jπ1
1 =

−3.3264+4.2404i f Jπ1
2 = 0.4038+6.6283i

With this useful projected SD  , one can per-
form the VAP calculation using Eq.  (3).  The calculation
results are shown in Fig. 1. This time, the VAP energy is
indeed  reduced  from    to    MeV.  The
corresponding  coefficients  in  Eq.  (3)  become 

  and  , which   in-
dicates that both projected states are important for the cal-
culated state.

With  this  new  method,  important  projected  SDs  can
be  selected  one  by one  so  that  the  VAP iteration  can  be
carried out normally. Thus, the VAP wave functions can
be continuously improved. At this point, one can imagine
that  if  the  VAP  process  is  omitted,  the  formed  nuclear
wave  function  is  very  similar  to  that  in  the  MCSM [3].
However, the major difference is that, in the MCSM, the
important projected  SDs  are  selected  from  a  large   num-
ber  of  candidates,  which  are  generated  stochastically.
Therefore, it  seems that we have proposed an alternative
method  of  basis  selection,  which  can  be  used  to  replace
that in the MCSM.

However, before we put more projected states into the
VAP  wave  functions,  we  should  solve  another  problem

that is  associated  with  the  orthonormality  among  the   in-
cluded projected basis  states,  as  will  be addressed in the
next section. 

III.  ORTHONORMALITY AMONG PROJECTED
BASIS STATES

A  natural  deficiency  of  the  projected  states  is  their
poor orthonormality  among  themselves.  A  direct   con-
sequence of this deficiency is the possible appearance of
the redundant projected states, which seriously affects the
stability of VAP iteration.  This problem of orthonormal-
ity was addressed in Ref. [12]. In that work, the VAP cal-
culation was performed so that  the  following Q quantity
could be minimized: 

Q =
m∑
α=1

EJπ
α +χ1

n∑
i=1

1
N Jπ

ii
+
χ2

2

n∑
i, j=1
i, j

N Jπ
i j N Jπ

ji

N Jπ
ii N Jπ

j j
, (10)

N Jπ
i j = ⟨Φi|PJπ

KK |Φ j⟩

N Jπ
ii

where  . The first term is the sum of the
calculated state energies, and the last two terms are con-
straints that are expected to keep the projected basis states
in a good condition so that redundant states may not ap-
pear.  One  can  easily  understand  that  in  Eq.  (10),  the
second term tends to push the   norms to large values,
and the third term tends to guide the projected basis states
to be orthogonal to one another. Here, we propose a more
reasonable  constraint  term  that  can  be  used  to  replace
those two  constraint  terms  in  Eq.  (10).  The  new   defini-
tion of the Q quantity can be written as 

Q =
m∑
α=1

EJπ
α +χ

1
|N Jπ| , (11)

|N Jπ|where   is the determinant of the norm matrix in Eq.

 

n = 1
Jπ = 0+

64

Fig.  2.      (color  online)  Iteration  of  the C quantity  in  Eq.  (9)
between  the  second  candidate  projected  state  and  the 
converged VAP wave function in Fig. 1 for the   ground
state in  Ge.
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|N Jπ|
N Jπ

N Jπ |N Jπ|

|ϕ1⟩ |ϕ2⟩
|ϕ3⟩ ⟨ϕ1|ϕ2⟩ = 0
|ϕ3⟩ = 1√

2
(|ϕ1⟩+ |ϕ2⟩) |ϕ3⟩

√
2χ2

1
|N Jπ |

N Jπ

(2).  Notice that  this   value equals the product  of  all
the eigenvalues of  . If there is a redundant basis state,
an eigenvalue of   must be zero. Thus, the   value
also must be zero, and the constraint term in Eq. (11) be-
comes infinite,  which is  impossible.  This  means that  the
redundant state can be strictly forbidden by the new con-
straint term  in  Eq.  (11).  In  contrast,  the  original   con-
straints in Eq. (10) do not have such power in forbidding
the appearance of redundant states. For instance, suppose
that there are three normalized basis states  ,  , and

,  with  the  following  relationships:    and
.  Then,    is  clearly  a  redundant

state.  In this  case,  one can easily obtain the value of  the
last term in Eq. (10), and it turns out to be  , which
seems  not  large  enough  to  strongly  restrict  the  basis
states. Furthermore, this   term tends to increase the ei-
genvalues  of  ,  playing  a  role  similar  to  that  of  the
second term in Eq. (10). Therefore, it is very nice to take
the new constraint to keep the precision of the calculated
VAP wave functions.

1
|N Jπ |

1
|N Jπ |

In  the  present  VAP  calculations,  the Q  value  in  Eq.
(11) needs to be minimized. Thus, it  would be better for
the gradient and the Hessian matrix of the   term to be
calculated. Formulations of how to evaluate such quantit-
ies have been explicitly presented in the Appendix. Fortu-
nately,  all  the required matrix elements for the    term
are actually  available,  because  they  were  originally   pre-
pared for the gradient and the Hessian matrix of the VAP
energies.

1
|N Jπ |

sd

1
|N Jπ |

To show the effect of this new   constraint, we per-
form  the  VAP  calculations  in  the    model space.   Be-
cause  this  model  space  is  quite  small,  the  dimension  of
the corresponding configuration space is not so large that
the  randomly  selected  projected  states  can  easily  mix
with one another. This makes it very convenient that one
can  avoid  the  complexity  of  combining  this  constraint
with  the  first  problem addressed in  the  previous  section.
Therefore, one can randomly generate a group of the pro-
jected SDs and directly perform the VAP calculation with
or without the   constraint.

n = 10
K = 0 Jπ = 8+ m = 5
24 K = 0

χ = 0 χ = 0.01n = 10−20

N Jπ

We randomly generate 10 projected SDs ( ) with
  to  construct  the  lowest  5    states  ( )  in

Mg. The USDB interaction [18]  is  adopted,  and 
is  taken.  Then,  the Q  quantity  in  Eq.  (11)  is  minimized
with    and    MeV    MeV,  respect-
ively. In principle, the χ parameter should be as small as
possible  provided  that  the  VAP  iteration  can  converge
normally,  so  that  the  second  term  in  Eq.  (11)  can  be  as
small  as  possible.  The  associated  quantities  as  functions
of  the  VAP iteration  are  shown in Fig.  3.  It  is  seen  that
without any constraint, the smallest eigenvalue of the 
shown  in  Fig.  3(a) tends  to  decrease,  which  is   undesir-
able for  obtaining  precise  VAP  wave  functions.   There-
fore, the gradient of Q in Fig. 3(b) is not accurately calcu-

10−3

χ = 10−20 N Jπ

χ
|N Jπ |

χ = 10−20 0.0056

lated, and it is very difficult for the gradient to be smaller
than   MeV, which is the condition of our VAP con-
vergence. Next, we perform the same calculation but with

 MeV. This time, the eigenvalues of   do not
become so small,  and the VAP iteration converges quite
fast. The VAP energies are compared with the exact shell
model ones, and good approximation still can be achieved
even  with  the  new  constraint.  The  final    value  with

 MeV is found out to be   MeV, which is
sufficiently small. 

+ 56IV.  EXAMPLE OF 4  STATES IN NI

n = m

χ , 0

The above two problems may appear  simultaneously
in  a  VAP  calculation.  Suppose  that  there  are m  lowest
states that need to be calculated. The VAP calculation can
be performed in two steps. In the first step, one generates

  projected  SDs  randomly  and  constructs  the
simplest  VAP  wave  functions  for  these m  lowest  states.
Then,  these wave functions are varied simultaneously so
that the Q quantity with   in Eq. (11) can be minim-
ized. The second step is to improve the VAP wave func-
tions by  adding  a  useful  projected  state  using  the   al-

 

m = 5
Jπ = 8+ 24

NJπ

Fig.  3.      (color  online)  Calculated  quantities  as  functions  of
the  VAP  iteration  for  the  lowest  five  states  ( )  with

 in  Mg. 10 projected SDs are adopted to construct the
VAP  wave  functions.  The  USDB  interaction  is  adopted.  (a)
Calculated  10  eigenvalues  of  ;  (b)  absolute  value  of  the
gradient of the Q quantity; (c) calculated lowest five energies.
The shell model (SM) energies are also shown, for comparis-
on.
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n = m+1
gorithm addressed in  Sec.  II.  Then,  one can perform the
same VAP iteration as in the first step but with  .
In  this  way,  projected  SDs can  be  effectively  added one
by one, and the approximations of the calculated m  low-
est states can be continuously improved.

Jπ = 4+ 56

p f K = 0

χ = 10−2n

m = 1

Jπ = 4+

As  a  practical  example,  we  calculate  the  lowest
  states  in  Ni.  The  GXPF1A  interaction  [17]  in

the   shell model space is adopted, and   is taken.
The  constraint  parameter  χ  is  assumed  to  be  associated
with  the  number  of  included  projected  states  and  is
simply taken to be   MeV. We first calculate the
yrast  state  ( ).  The results  are  shown in Fig.  4.  It  is
shown that  the calculated energy decreases steadily with
the addition of projected SDs one by one. This clearly in-
dicates  that  each  of  the  added  projected  states  is  indeed
important  for  the  lowest    state.  One  can  also  see
that the energy decreases rapidly at the beginning, and the
decrease slows as n increases. This can be understood as
follows:  at  each  n,  the  most  important  projected  state
should  be  obtained  because  it  reduces  the  energy  to  the
maximum value  in  the  VAP  algorithm.  This  means  that
the  next  added  projected  state  should  be  less  important
than the previous one.

4+ 56Next, we calculate the lowest three   states in  Ni,
simultaneously. The calculation results are shown in Fig.
5. It is seen that all the calculated energies decrease as n
increases, which seems very similar to the trend in Fig. 4.
However, one can also see in Fig. 5 that the energies are
not always  significantly  improved by  adding  a  new pro-
jected  state.  As  mentioned  previously,  if  the  added  new
projected  state  does  not  mix  with  one  of  the  state  wave
functions,  the  corresponding  energy  remains  unchanged.
From  Fig.  5,  one  can  understand  that  the  selected  new
projected state can be important for at least one of the cal-
culated states but may not always be important for all of
them. Nevertheless, it is believed that the calculated three

energies may be sufficiently close to the exact shell mod-
el  ones  if n  is  large  enough.  Unfortunately,  this  requires
more computational time, and one should consider how to
perform the VAP calculation more efficiently. This is an-
other  important  issue  that  should  be  seriously  studied  in
the future. 

V.  SUMMARY AND OUTLOOK

|ψ⟩ |ϕ⟩

sd

The  projected  wave  functions  with  good  quantum
numbers are effective blocks for the construction of nuc-
lear  wave  functions.  The  full  optimized  nuclear  wave
functions expanded in terms of these projected states can
be obtained through the VAP calculation. However, when
the  VAP  calculations  are  performed  in  a  large  model
space,  very  few randomly selected  projected  basis  states
are  scattered  in  an  extremely  huge  configuration  space.
This  means  that  the  selected  projected  basis  states  are
likely to be too different to be linked by the Hamiltonian.
In  other  words,  Eq.  (4)  always  holds  when    and 
refer to different projected basis states in a huge configur-
ation  space.  Thus,  in  a  large  model  space,  the  randomly
selected  projected  state  is  likely  to  be  irrelevant  for  the
calculated  states.  To  solve  this  problem,  we  propose  an
algorithm whereby such irrelevant projected states can be
varied  so  that  they  can  be  important  for  the  calculated
states.  However,  we  never  encounter  such  a  problem  in
the  small    model  space,  because  the  configuration
space is  very  small.  Another  problem is  that  the  projec-
ted basis  states  are  far  from  orthonormality,  which   seri-
ously reduces the stability of the VAP iteration. We solve
this problem by imposing a new constraint on the sum of
the  calculated  energies.  The  proposed  solutions  for  the
discussed problems  are  supported  by  the  calculated   ex-
amples.

Certainly,  the  discussed  problems  are  general  ones
and  are  independent  of  the  specific  form  of  the  basis
states. Thus, the present work may be helpful in develop-

 

Jπ = 4+ 56Fig. 4.        Lowest (yrast) energy of   in  Ni calculated
with the present VAP as a function of n, i.e., the number of in-
cluded projected basis states. The shell model (SM) energy is
shown for comparison.

 

Jπ = 4+ 56

Fig. 5.    Similar to Fig. 4 but for the lowest three energies of
 in  Ni.
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ing various quantum many-body methods. For instance, if
the  VAP  wave  functions  are  formed  with  the  projected
Hartree-Fock-Bogoliubov quasipaticle vacuum states, one
may still  encounter  the same two problems.  In this  case,
we expect that  the present solutions would still  be valid,
which will  be  further  investigated  in  the  future.  For   an-
other example, in the GCM method, one can generate nu-
merous  basis  states  by  varying  different  deformation
parameters.  Then,  one  does  not  need  to  include  all  the
GCM basis  states  but  just  pick up some of  the most   im-
portant ones one by one by evaluating the C quantity for
each basis  state.  Other  possible  applications  will  be   in-
vestigated in the future. 

APPENDIX A: GRADIENT AND HESSIAN
MATRIX OF CONSTRAINT TERM

For  simplicity,  let  us  rewrite  the  constraint  term  as
follows: 

Q0 =
1∣∣∣∣∣∣∣∣

N11 · · · N1n

· · ·
Nn1 · · · Nnn

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1
|N | , (A1)

Ni j = ⟨Φi|PJπ
KK |Φ j⟩

|Φi⟩
where  .  In  the  VAP  method,  one  can
vary the   states by applying the Thouless theorem to
find the best set of VAP basis states [19]: 

|Φi⟩ =Ne
1
2

∑
µν

dµνβ
†
0,µβ

†
0,ν |Φ0⟩ =Ne

∑
µ<ν

dµνA†µν |Φ0⟩, (A2)

N A†µν

|Φ0⟩
|Φ0⟩

dµν

where   is the normalization parameter.   is generally
a  quasiparticle  pair  operator  corresponding  to  the  fixed

 HFB  vacuum  state,  but  here  it  refers  to  a  particle-
hole  operator,  and    is  a  Slater  determinant.  d  is  a
complex  skew  matrix.  The  matrix  elements    can  be
complex numbers: 

dµν = xµν+ iyµν. (A3)

xµν yµν
xα xβ

where   and   are real numbers and are the variation-
al  parameters.  For  convenience,  we  use  ,  ,  etc.,  to
represent these variational parameters.

Q0Then, the gradient of   can be expressed as 

∂Q0

∂xα
= − 1
|N|2

∂|N |
∂xα
= − 1
|N |2

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

N11 · · · N1n

· · ·
∂Ni1

∂xα
· · · ∂Nin

∂xα

· · ·
Nn1 · · · Nnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
 

= − 1
|N |2

n∑
i,k=1

∂Nik

∂xα
N{i|k}, (A4)

N{i|k} = (−1)i+k |N{i|k}| |N|
N{i|k}

xα

dµν
∂Nik

∂xα
=
∂Nik

∂xµν

where   is a cofactor of  . The sub-
matrix   is obtained by removing the ith row and kth
column from the matrix N. If the variational parameter 

is  the  real  part  of  ,    can  be  expressed  as
follows:
 

∂Nik

∂xk
µν

= ⟨Φi|PJπ
KK Ak†

µν|Φk⟩, (A5)

 

∂Nik

∂xi
µν

= ⟨Φi|Ai
µνP

Jπ
KK |Φk⟩, (A6)

 

∂Nii

∂xi
µν

= ⟨Φi|PJπ
KK Ai†

µν|Φi⟩+ ⟨Φi|Ai
µνP

Jπ
KK |Φi⟩. (A7)

xα

dµν
∂Nik

∂xα
=
∂Nik

∂yµν

If  the  variational  parameter    is  the  imaginary  part  of

,   can be expressed as follows:
 

∂Nik

∂yk
µν

= i⟨Φi|PJπ
KK Ak†

µν|Φk⟩, (A8)

 

∂Nik

∂yi
µν

= −i⟨Φi|Ai
µνP

Jπ
KK |Φk⟩, (A9)

 

∂Nii

∂yi
µν

= i⟨Φi|PJπ
KK Ai†

µν|Φi⟩− i⟨Φi|Ai
µνP

Jπ
KK |Φi⟩. (A10)

Details can be found in Ref. [10].
Q0Similarly, the Hessian of   can be written as

 

∂2Q0

∂xα∂xβ
= 2

1
|N |3

∂|N |
∂xα

∂|N |
∂xβ
− 1
|N|2

∂2|N |
∂xα∂xβ

, (A11)

∂2|N |
∂xα∂xβ

where the   in the second term of Eq. (A11) can be

calculated using the following equation:
 

∂2|N |
∂xα∂xβ

=

n∑
i=1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

N11 · · · N1n

· · ·
∂2Ni1

∂xα∂xβ
· · · ∂2Nin

∂xα∂xβ
· · ·

Nn1 · · · Nnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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+

n∑
i, j=1
i, j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

N11 · · · N1n

· · ·
∂Ni1

∂xα
· · · ∂Nin

∂xα
· · ·

∂N j1

∂xβ
· · · ∂Nin

∂xβ
· · ·

Nn1 · · · Nnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n∑
i,k=1

∂2Nik

∂xα∂xβ
N{i|k}

+
∑

i jkl,
i, j,(k<l)

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂Nik

∂xα

∂Nil

∂xα
∂N jk

∂xβ

∂N jl

∂xβ

∣∣∣∣∣∣∣∣N{i j|kl}.

(A12)

i < j k < l N{i j|kl}If   and  , then   is usually called the second
order cofactor and is defined as
 

N{i j|kl} = (−1)i+ j+k+l|N{i j|kl}|, (A13)

N{i j|kl}
i, j k, l

where the submatrix    is  obtained from the matrix
N by removing the  th rows and  th columns.

N{i|k} N{i j|kl}Both   and   can be easily obtained by us-
ing Jacobi's identity in the matrix theory [20]:
 

N{i|k} = Nki
−1|N |, (A14)

 

N{i j|kl} =
∣∣∣∣∣ Nki

−1 Nk j
−1

Nli
−1 Nl j

−1

∣∣∣∣∣ |N |. (A15)

∂2Nik

∂xα∂xβ
xα xβ

dµν
∂2Nik

∂xα∂xβ
=

∂2Nik

∂xµν∂xµ′ν′

The expression of   can be obtained as follows.
If  the variational parameters   and   are the real  parts

of  , then  , and we have
 

∂2Nik

∂xk
µν∂xk

µ′ν′
= ⟨Φi|PJπ

KK Ak†
µνA

k†
µ′ν′ |Φk⟩−Nikδµµ′νν′ , (A16)

 

∂2Nik

∂xi
µν∂xi

µ′ν′
= ⟨Φi|Ai

µ′ν′A
i
µνP

Jπ
KK |Φk⟩−Nikδµµ′νν′ , (A17)

 

∂2Nik

∂xi
µν∂xk

µ′ν′
= ⟨Φi|Ai

µνP
Jπ
KK Ak†

µ′ν′ |Φk⟩, (A18)

 

∂2Nii

∂xi
µν∂xi

µ′ν′
=⟨Φi|Ai

µ′ν′A
i
µνP

Jπ
KK |Φi⟩

+ ⟨Φi|Ai
µνP

Jπ
KK Ai†

µ′ν′ |Φi⟩

+ ⟨Φi|Ai
µ′ν′P

Jπ
KK Ai†

µν|Φi⟩

+ ⟨Φi|PJπ
KK Ai†

µνA
i†
µ′ν′ |Φi⟩−2Niiδµµ′νν′ .

(A19)

xα xβ

dµν
∂2Nik

∂xα∂xβ
=

∂2Nik

∂xµν∂yµ′ν′

If the variational parameter  is the real part and   is the

imaginary  part  of  ,  then  ,  and  we
have 

∂2Nik

∂xk
µν∂yk

µ′ν′
= i⟨Φi|PJπ

KK Ak†
µνA

k†
µ′ν′ |Φk⟩, (A20)

 

∂2Nik

∂xi
µν∂yi

µ′ν′
= −i⟨Φi|Ai

µ′ν′A
i
µνP

Jπ
KK |Φk⟩, (A21)

 

∂2Nik

∂xi
µν∂yk

µ′ν′
= i⟨Φi|Ai

µνP
Jπ
KK Ak†

µ′ν′ |Φk⟩, (A22)

 

∂2Nii

∂xi
µν∂yi

µ′ν′
=− i⟨Φi|Ai

µ′ν′A
i
µνP

Jπ
KK |Φi⟩

+ i⟨Φi|Ai
µνP

Jπ
KK Ai†

µ′ν′ |Φi⟩

− i⟨Φi|Ai
µ′ν′P

Jπ
KK Ai†

µν|Φi⟩

+ i⟨Φi|PJπ
KK Ai†

µνA
i†
µ′ν′ |Φi⟩. (A23)

xα

xβ dµν
∂2Nik

∂xα∂xβ
=

∂2Nik

∂yµν∂xµ′ν′

If  the variational  parameter    is  the imaginary part  and

  is  the  real  part  of  ,  then  ,  and
we have 

∂2Nik

∂yk
µν∂xk

µ′ν′
= i⟨Φi|PJπ

KK Ak†
µνA

k†
µ′ν′ |Φk⟩, (A24)

 

∂2Nik

∂yi
µν∂xi

µ′ν′
= −i⟨Φi|Ai

µ′ν′A
i
µνP

Jπ
KK |Φk⟩, (A25)

 

∂2Nik

∂yi
µν∂xk

µ′ν′
= −i⟨Φi|Ai

µνP
Jπ
KK Ak†

µ′ν′ |Φk⟩, (A26)

 

∂2Nii

∂yi
µν∂xi

µ′ν′
= −i⟨Φi|Ai

µ′ν′A
i
µνP

Jπ
KK |Φi⟩

 

− i⟨Φi|Ai
µνP

Jπ
KK Ai†

µ′ν′ |Φi⟩+ i⟨Φi|Ai
µ′ν′P

Jπ
KK Ai†

µν|Φi⟩

+ i⟨Φi|PJπ
KK Ai†

µνA
i†
µ′ν′ |Φi⟩. (A27)
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xα xβ
dµν

∂2Nik

∂xα∂xβ
=

∂2Nik

∂yµν∂yµ′ν′

If the variational parameters   and  are the imagin-
ary parts of , then  , and we have
 

∂2Nik

∂yk
µν∂yk

µ′ν′
= −⟨Φi|PJπ

KK Ak†
µνA

k†
µ′ν′ |Φk⟩−Nikδµµ′νν′ , (A28)

 

∂2Nik

∂yi
µν∂yi

µ′ν′
= −⟨Φi|Ai

µ′ν′A
i
µνP

Jπ
KK |Φk⟩−Nikδµµ′νν′ , (A29)

 

∂2Nik

∂yi
µν∂yk

µ′ν′
= ⟨Φi|Ai

µνP
Jπ
KK Ak†

µ′ν′ |Φk⟩, (A30)

 

∂2Nii

∂yi
µν∂yi

µ′ν′
=−⟨Φi|Ai

µ′ν′A
i
µνP

Jπ
KK |Φi⟩

+ ⟨Φi|Ai
µνP

Jπ
KK Ai†

µ′ν′ |Φi⟩

+ ⟨Φi|Ai
µ′ν′P

Jπ
KK Ai†

µν|Φi⟩

− ⟨Φi|PJπ
KK Ai†

µνA
i†
µ′ν′ |Φi⟩−2Niiδµµ′νν′ .

(A31)
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